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Prefacio 


Quarido disse, no prefacio do primeiro volume, que a Matematica permite um dia- 
logo com a Natureza, atraves das leis fisicas, estava me referindo a um sentimento 
comum dentro da Ciencia, mas que as vezes e um pouco esquecido no afa das 
nossas aulas e no dia a dia dos estudantes. 

Dialogar com a Natureza atraves da Matematica nao e algo novo. Newton o fez 
de forma soberba, colocando um marco importante na moderna era cientifica, cujo 
irucio e atribuido a Galileo, que viveu na gera^ao anterior. O que procurei enfatizar, 
nesses dois volumes, e o que ja se fazia ha cerca de quatro seculos (no mrnimo), 
e que continuou com Hamilton, Maxwell, Planck, Einstein, Heisemberg, Dirac, 
Feynman e muitos outros. Chegando at€ nossos dias com centenas, milhares, de 
Ffsicos com quern convivemos. 

Como disse no volume anterior, adotei essa postura em todos os meus cursos 
na Universidade, tanto da graduagao como pos-graduagao, e o resultado sempre 
foi gratificante. 

Concluindo, gostaria de agradecer ao Professor Ricardo Amorim, meu amigo 
e parceiro de muitos trabalhos cientfficos quando da nossa atividade de pesquisa 
no Departamento de Fisica Teorica do IF-UFRJ, pelos importantes comentarios e 
sugestoes. Como disse no volume anterior, seu nome poderia ser visto em todas 
aquelas paginas. Continua aqui tambem. 


Rio de Janeiro, em 19 de junho de 2011, 

Joao Barcelos Neto 
jb@joaobarcelos.com.br 
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Fun^oes de variaveis complexas 


Variaveis complexas sao a extensao das variaveis reais com a inclusao do fator 

(15.1) 

Assim, de maneira geral, uma variavel complexa 2 e dada por 

2 = x + iy / (15.2) 

em que x e y sao reais. E uma funqao / de variaveis complexas e, consequente- 
mente, definida sobre o conjunto das variaveis z, levando a outra variavel com¬ 
plexa iv, 


w = f(z) . (15.3) 

Ja entraremos em detalhes sobre as propriedades dessas fundoes e suas aplicagoes 
na Fisica. 

Parece contrassenso falar sobre aplicagoes de tais fungoes na Fisica pois, como 
e bem conhecido, nada existe na natureza que possa ser representado por varid- 
veis complexas. Apesar disso, ja tivemos oportunidade de ver algumas aplicagoes 
informais do uso dessas variaveis. E isso que vamos continuar a fazer no inicio 
deste capitulo. 
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15.1 Aplica^oes informais de variaveis complexas 

15.1.1 Simetrias SO (2) e U(l) 

Comecemos relembrando o que vimos na segao 8.5, em que problemas bidimensi- 
onais com simetria do grupo SO (2) podiam ser descritos pelo grupo U(1)0) Em 
termos praticos, isto significa que tais problemas, inicialmente descritos pelo vetor 
posigao 


r = xt+ y], (15.4) 

tambem podem ser tratados por meio da quantidade complexa 


<P =~ x + iy • (15.5) 

Ja por esse estudo, podemos compreender como a a plica 9 a o das variaveis com¬ 
plexas e feita na Ffsica. A quantidade <p nao desempenha o mesmo papel de r. 
Nem poderia, pois e complexa. Entretanto, apesar das diferencas basicas entre r e 
(p, suas componentes x e y sao as mesmas. Na aplicagao que fizemos na segao 8.5, 
mostramos como as componentes da aceleragao em coordenadas polares podiam 
ser obtidas (por sinal, de forma bem mais rapida) com o uso de <p. Sugiro ao leitor 
que reveja aquela secao. 

Naquela mesma oportunidade, tambem ressaltamos que a adocao deste pro- 
cedimento, embora nao usual, poderia perfeitamente ser feito, pois SO(2) e U(l) 
nada mais sao do que representa^oes diferentes do mesmo grupo. Para ilustrar 
um pouco mais esse tratamento, consideremos o problema apresentado no inicio 
do meu livro de Mecanica, e muito encontrado tambem em textos de Fisica I, que 
e um corpo lan^ado do topo de um ediffcio. Veja, por favor, a figura 15.1. 

Os dados estao mostrados na figura. O corpo e lancado com velocidade inicial 
de modulo vq, fazendo um angulo 8 com a horizontal, e de um ponto com coor¬ 
denadas * = 0 ey = /z. O tratamento usual e feito partindo-se da segunda lei de 
Newton, o que leva a equagao diferencial 


7 = ~gf • (15.6) 

Nao importando as particularidades do que seja pedido no problema, tudo estara 
contido na solucao r — xt -f yf, que, para os dados iniciais mostrados na figura, e 
(em caso de duvida, por favor, consulte meu livro de Mecanica) 


r = (vq cos 0)ti-r 


h + (z’o sen 6) t — -gt 2 


] 


(15.7) 


No tratamento pela simetria fi(l), em lugar da relacao (15.6), terfamos (o eixo 
y passa a iy) 

11 ’Como vimos, SO(2) e 17(1) nao sao grupos distintos, mas represenLaqocs diferentes do mesmo 
grupo (das rolacoes em duas dimensoes). 
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Figura 15.1. Projetil langado do topo deum predio. 


<P = ~ig, 


(15.8) 


cuja solugao e diretamente obtida, 

<p = - 7jgt 2 +cit + c 2/ (15.9) 

era que C\ e c 2 sao constantes complexas. Elas correspondem, respectivamente, aos 
valores de (p e tp no instante t = 0. Pelos dados iniciais do problema, temos 


Ci = vq cos 0 + iv q sen 6 , 

c 2 = ih . (15.10) 

Substituindo (15.10) em (15.9), vem 


(p — (dq cos 6) t + i 


h + (i’o sen 0)2 — 



(15.11) 


Assim, embora (p, devido a sua natureza complexa, nao possa ser relacionada 
com a posigao da partfcula, em cada instante, suas componentes sao as mesmas 
do vetor posigao r. Mais urn (simples) detalhe: (p(p* e uma quantidade real. Com 
isto, (p(p* pode estar relacionada a uma grandeza mensuravel. Realmente, no caso 
vemos que <p<p* = r 2 (quadrado do modulo de r). 
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15.1.2 Oscilador harmonico 

Na aplicagao acima, o tratamento por variaveis complexas, embora informal, foi 
bem fnndamentado devido ao fa to de estarmos usando rep resen ta^oes diferentes 
de um mesmo grupo. Entretanto, algumas vezes, a introducao dessas variaveis se 
deve a natureza particular de determinado problema. Consideremos o caso de um 
corpo de massa m, movendo-se numa dimensao sob a acao da forca causada por 
uma mol a de constante elastica k. Tomando a linha do movimento sen do o eixo 
x, temos que a expressao da forca, que atua sobre o corpo, e —kxi e, como resul- 
tado da segunda lei de Newton, somos levados a equacao diferencial (oscilador 
harmonico) 


k 

—x = 
m 


0 . 


(15.12) 


O capltulo seguinte tratara da solucao de equates diferenciais, em que esta 
sera considerada. Aqui, vamos estuda-la com o uso de variaveis complexas, que 
so tera (explicitamente) uma derivada temporal. Para facilitar a nota^ao algebrica, 
substituamos k/m por co 2 . Depois, somando e subtraindo icox, temos 


x 4- co 2 x ± icox = 0 
=> (x + icox) -ico(x + icox) = 0 
=A fj — icorj — 0, 

sendo rj dado por 


(15.13) 


V = ± + icox ■ (15.14) 

Note que se a forga de atrito viscoso —bv ( b = constante) estivesse presente, tal 
procedimento nao seria possivel (embora o uso de variaveis complexas ainda pu- 
desse ser feito, mas de outra maneira - veremos isto na subse^ao seguinte, num 
problema de circuito eletrico, equivalente ao mecanico). 

A solucao de (15.13) e diretamente obtida. 


rj = Ae ia,t , (15.15) 

sendo A uma constante complexa. Fazendo A = A x + iA 2 e desenvolvendo a. 
expressao acima, encontramos 


rj = Ai cos cot - A 2 sen cot + i (A a sen cot + A 2 cos cot). (15.16) 

Identificando a parte complexa de ?/ obtemos a conhecida solucao do oscilador 
harmonico, 


x = C\ sen cot + C 2 cos cot. 


(15.17) 
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em que Q = A\/to e Cj = Ai/w. 

Um aspecto interessante no tratamento deste problems e que ele permite in- 
cluir, dentro do mesmo contexto, o caso em que ha, tambem, uma forga externa 
atuando sobre o corpo (oscilador harmonico forgado). Consideremos, de forma 
generica, que esta forga seja F(f). Usando novamente a segunda lei de Newton, 
obtemos a equacao diferencial 

x + urx — — F(t) 
m 

tj — itotj = —F(t). (15.18) 

O que vamos fazer e admitir que a solugao desta equagao tenha a mesma forma 
de (15.15), mas com o fator A nao sendo mais constante, 

rj = A(t)e !C0t . (15.19) 

Para verificar a consistencia (ou nao) de tal proposigao, devemos substituir (15.19) 
na equagao diferencial (15.18). Obtem-se que 

A(t) = — F(f) e~ iu>t . (15.20) 

m 

Chamando de rjo o valor de tj no instante t = 0, podemos escrever que a solugao 
possui a seguinte forma geral 

n(t) = [- [‘ FMe-^dz + vol c iu>t . (15.21) 

[m Jo 

£ claro que ela depende da expressao de F(f). Por exemplo, para F(t) = Fq sen ad, 
fica como exercicio mostrar que 

,,(t) = (sen 07 1 - cute mt ) + (15.22) 

' 2 mco \ / 

Identificando a componente x em tj, temos 

x = —(sen cot — cot cos cot ) + — sen cot + xn cos (15.23) 

Imco 1 co 

Mais algumas outras aplicagoes ficarao como exercicios. 

15.1.3 Circuito de corrente alternada 

Vamos analisar o circuito composto por um resistor R, um indutor L e um capacitor 
C, ligados em serie e alimentados por um gerador de tensao alternada da forma* 3 - 

(2) Rste problema e equivalente a um oscilador harmonico amortecido c forgado. Por favor, em caso 
de duvida, veja meu livro de Mecanica, capltulo 5. 
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V(t) = V o sen cot, (15.24) 

como mostra a figura 15.2. 

t 

v R (t) 

4 

C =|= Veit) 

- 4 

Figura 15.2. Circuito RLC serie alimentado pot uma fonte.de tensao alternada. 

Em consequfencia da conservacao da energia, temos 

V(t) = V R {t) + V } , (t) + V c (t), (15.25) 

cujas diferengas de potential, em cada parte do circuito, sao dadas pel as conheci- 
das relacoes da ffsica basica. 



V K (t) = R l(t), 

(15.26) 

V,.[t) = 

(15.27) 

Vcit) = ^=^f i I{T)dT. 

(15.28) 


f 0 e o instante em que o gerador e ligado. Substituindo (15.26) a (15.28) na expres- 
sao inicial, vem 


V(t) = R 1(f) + L + I f‘ I(r] dT , (15.29) 

que e equivalente a equacao diferencial de segunda ordem. 


d 2 I(t) Rdl(t ) 

dt 2 ' L dt 


LC J « 


o/Vq 

L 


cos cot. 


(15.30) 


em que foi usada a expressao de V(t), dada por (15.24). 

Sua solu^ao contera termos transitorios, que decairao exponencialmente com o 
tempo. Nao vamos resolve-la, mas e facil ver a origem desses termos observando 
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a solucao do oscilador harmonico amortecido forgado, que e um problema ma- 
tematicamente equivalente (veja, por favor, o capltulo seguinte, subsccao 16.2.2 e, 
tarnbem, o meu livro de Mecanica, capftulo 5). No caso de circuitos eletronicos, tais 
termos so estarao preserves, de forma significativa, por tempo muito pequeno, ge- 
ralmente da ordem de microssegundos. Numa linguagem da eletronica, a solugao 
direta de (15.30) corresponderia ao estudo do circuito no domfnio do tempo. Esta- 
mos interessados na solugao depots que esses termos desaparecem (ou tornam-se 
despreziveis), que e o dominio da frequencia. Faremos isto com o auxllio de varia- 
veis complexas. Para tal, em lugar da tensao alternada dada por (15.24), tomamos 

V(t) = V 0 e i « t . (15.31) 

Subentendendo que e a parte imaginaria de (15.31) que corresponde ao nosso pro¬ 
blema. Da mesma forma, consideramos que a corrente 1(f) seja 

(15.32) 

em que <p e uma diferenga de fase entre a tensao de entrada e a corrente do cir¬ 
cuito. Esta e uma hipotese, buscando a forma mais geral da solugao. Caso nao 
exista, a Matematica, dentro do dialogo com a Fisica, que foi muito mencionado 
no primeiro volume, se encarregara de mostrar. 

Substituindo (15.31) e (15.32) em (15.29), encontramos (lembrando que em t — 
to nao ha corrente) 


Vo e kvt = RI 0 jW+V + icoLI 0 e^ t+ ^ ~ — I Q e 0 

coC 


V(t) = 


R + i coL — 


coC 


1 (f). 


(15.33) 


Esta expressao pode ser vista como uma extensao da lei de Ohm, em que 

1 


Z = R -|- i coL — 


coC 


(15.34) 


e chamada de impedancia do circuito. Escrevendo-a na forma polar, temos 


/ \Z\e' e , 


(15.35) 


sendo 


I 7 'V^ 1 (“" :i'<) • 


t g 0 = 


coL — 1 / coC 
R 


(15.36) 
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Substituamos este resultado em (15.33) e escrevamos, tambem, as formas comple- 
xas de V(t) e I(t) r 






2 1 


Simplificando o fator e ia>t , vem 


V 0 = \jR 2 + (wL - I 0 <^ +e >. (15.37) 

Como resultado da simplifica^ao, o lado esquerdo fica real. O lado direito, por 
cortsistencia, tambem devera se-lo. Assim, conclinmos que a defasagem colocada 
na expressao da corrente, equagao (15.32), possui um valor bem definido. 


4> 


- arctg 


^wL — 1/cuC^j 


(15.38) 


mostrando que pode mesmo existir uma defasagem entre tensao e corrente (caso 
em que coL ^ 1/coC). Entao, a expressao da corrente (complexa) e 


m = 



(15.39) 


em que Jo foi obtido de (15.37). Como a corrente do circuito e a parte imaginary 
da quantidade acima, temos 


m = 


Vo 




Jc) 


sen (cot — $). 


(15.40) 


Sejam algumas observacoes, decorrentes do que acabamos de ver. 


(i) Em termos praticos, temos que, no dominio da frequencia, um circuito alimen- 
tado por tensao altemada pode ser visto como mostra a figura 15.3 (usando 
variaveis complexas). 

(ii) Capacitores e indutores apresentam, em rela^ao a corrente alternada, papeis 
bem diferentes da quel es desempenhados na corrente contmua. Observamos 
em (15.40) que oferecem uma "resistencia" a passagem da corrente, que de- 
pende da frequencia. Essa "resistencia" toma o nome de reatancia e e dada 
por 


X 


coL — 


1 

ojC 


(15.41) 
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Quanto maior a frequencia da corrente alternada, maior sera a resistencia ofe- 
recida pela bobina, e menor a do capacitor. 



R 


icoL 


coC 


Figura 15.3. Circuito RLC no dominio das frequencias 


(Hi) Esta proprieda.de leva a algumas aplicagoes imediatas. Geralmente, os circui- 
tos eletronicos apresentam capacitores chamados de filtros (atualmente, invi- 
siveis dentro dos minusculos circuitos integrados). Nao passam de capacito¬ 
res comuns, cujo nome se deve a funcao que desempenham no circuito. Por 
exemplo, consideremos o sinal que entra num radio. Este sinal e composto 
por ondas eletromagneticas, cujos comprimentos vao de alguns poucos me¬ 
tros (transmissao FM) podendo chegar a quilometros (AM). 

Acontece que, dependendo da regiao, tais sinais podem estar acompanhados 
de impurezas (devido a varios fatores). Nao precisamos entra r em detalhes 
sobre elas, basta ter em conta que sao misturas de sinais com altas frequencias, 
muito maiores que as das ondas de radio. Os capacitores, portanto, podem se 
constituir num desvio para essas impurezas, como mostra de forma esquema- 
tica a figura 15.4. Naturalmente, devem possuir um valor tal que seja quase 
um curto-circuito para as impurezas e um circuito aberto para o sinal que entra 
no receptor. 

Posso dar um exemplo mais quantitative sobre isto, embora nao haja aplica- 
gao direta na tecnologia dos nossos dias. Atualmente, um aparelho de radio 
e algo tao corriqueiro, e muitas vezes tao barato (estou so me referindo a um 
simples aparelho AM e FM), que nao vale a pena leva-lo para consertar em 
caso de defeito (o que tambem quase nao acontece). Isto nao foi sempre assim. 
Houve um dia que radios eram a valvula. Davam muitos defeitos e custavam 
caro. Ha\da inclusive kits para quern se aventurasse a monta-los. Para os que 
conheciam um pouco mais, havia apenas jogos de bobinas (referente a parte re- 
ceptora) que vinham acompanhados de um circuito, como sugestao. Quando 
garoto, cheguei a montar alguns (e a consertar tambem). Era uma forma de 
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sinal 




-► 

sinal + 
impurezas 



impurezas 


Figura 15.4. Capacitor funcionando como filtro. 


ganhar algum dinheiro. Acontece que, depois de prontos, dependendo do lu~ 
gar onde seriam usados, nao conseguiam sintonizar direito as estates, ainda 
que bem calibrados (o que era feito de ouvido). A solugao para o problema 
era justamente a colocagao de um capacitor de 0,0001 pF como esta na figura 
acima (que nao vinha no circuito). O terra era o proprio chassi (metalico) do 
radio. 

(iv) Os aparelhos eletronicos mais sofisticados ja vem com estabilizador de tensao 
(os no breaks sao algo mais a frente). Cheguei a usar estabilizador de tensao nos 
primeiros computadores que tive na Universidade. No caso de televisores, era 
notoria a melhoria das imagens. A explicagao tambem e simples. Eles sao fei- 
tos de enrolamentos por onde circula a corrente. Esses enrolamentos se consti- 
tuem num obstaculo para a passagem das impurezas da rede (atualmente nem 
tanto), fazendo com que uma tensao mais limpa entre nos aparelhos. 

Pego desculpas ao leitor pelo saudosismo dos itens acima r mas valem pelo 
raciocfnio, que sempre continua util, independentemente da epoca. 

(u) Continuando um pouco nessa linha (mas com menos saudosismo), observe 
na relagao (15.40) que existe um certo w para o qual 1(f) possui amplitude 
maxima. Diretamente vemos que este valor corresponde a 

= ,15 - 42) 

Esta frequencia, para a qual a corrente e maxima, chama-se frequencia de res- 
sonancia. Uma aplicagao e a sintonizacao das esta goes de radio. As ondas 
eletromagneticas devido a todas as estagoes de radio (e de muitos outros trans- 
missores) coexistent numa certa regiao. A sintonizagao de uma estagao nada 
mais e do que a variagao da capacitancia de um capacitor (chamado capacitor 
variavel), acoplado a um indutor, tal que o sistema entre em ressonancia para 
a frequencia da estagao pretendida. 
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15.2 Alguns fundamentos das fungoes de variaveis 
complexas 

Nesta segao, apresentaremos as principals definicoes, bem como alguns teoremas, 
envolvendo fungoes de variaveis complexas e suas derivadas (as integragoes apa- 
recerao noutra segao). Nao nos preocuparemos com todas as demonstracoes. Tudo 
vira mais adiante. O objetivo e que se tenha uma visao geral do fundamento teo~ 
rico para a aplicagao que faremos logo a seguir, que e a resolugao de problemas de 
eletrostatica atraves do mapeamento conforme (ja explicaremos o significado do 
nome). 

Com esta sequencia, acredito, iremos nos familiarizando melhor sob re o uso 
das variaveis complexas. Depois, concluiremos o que ficar restando da parte teo- 
rica. Entretanto, caso esta sequencia nao scja de agrado do leitor, nao havera pro¬ 
blem a algum em muda-la. For exemplo, em lugar das aplicagoes, passar para a 
segao 15.6, onde e feito o complemento da fundamentagao teorica. 


15.2.1 Fungao de uma variavel eomplexa 

Se para cada valor de certa variavel eomplexa z (z = x + iy) corresponde outra w 
(w = u + iv), temos que w e uma fungao de z, isto e, w = f(z). As quantidades u e 
v sao fungoes reais de x e y. Seja urn exemplo. 


= {x + iy) 2 
= x 2 - y 2 + 2 ixy. 


Portanto, 


« V p. 

v = 2 xy. 

Quando para cada valor da variavel eomplexa z temos associado urn unico w, di- 
zemos que a fungao e umvoca. Caso contrario, chama-se plurivoca. 

15.2.2 Fungao continua 

O conceito de fungao continua e extensao direta do correspondente para variaveis 
reais. Uma fungao eomplexa /(z) e continua num ponto Zo se para |z - zo| < e, 
sendo e uma quantidade infinitesimal, temos |/(z) - /(z 0 ) | < 5, sendo S, tambem, 
urn infinitesimo. 
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A quantidade \z — z 0 \ = e corresponde a uma circunferencia no piano corn- 
plexo z de centre em zq c raio e. De fato. 


|z -zq! = € 

=> y(z-zo)(z-z 0 )* = e 

=> (x- *o) 2 + (y- yo) 2 = • ( 15 . 43 ) 

De forma analoga para \f(z) - /(z 0 ) j = £ em rela^ao ao piano w. 

15.2.3 Derivada de uma funcao complexa 

A derivada de f(z) em relacao a variavel complexa z e definida tambem como de 
praxe (ela deve ser contmua no ponto considerado), 

( 15 . 44 ) 

J Az—>0 A Z 

mas de tal maneira que o limite seja independente do caminho em que Az tende 
zero (existem infinitos). Para vermos sob que conduces isto ocorre, seja 


/'(*) 


lim ^ - 
Az-*0 Az 


Am + iAv 

— lim -—— 

Ax-i-0 Ax + i Ay 

Ay-+0 


( 15 . 45 ) 


Fa^amos Az —> 0 de duas maneiras. Primeiramente, tomemos Ax 0 seguido de 
Ay —» 0. Depois, ao contrario. Isto corresponde, respectivamente, aos percursos A 
e B da figura 15.5. 

*y 



z + Az 



B 


x 

Figura 15.5. Percursos para os limites de (15.45). 


Para o percurso A, 
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f(z) = lim lim 


Aw 4- iAv 


Ay—>o Ax->o Ax + iAy 

= lim lim “(* + Ax >y + Ay) - w(x,y) + m(x + Ax,y Ay) - m(x,y) 
Ay—>0 Ax —->0 Ax + zAy 

= lim «(^y + A y) - u(x,y) + m(x,y + Ay) - iv(x,y) 

>\y—?Q iAy 


. du dv 


= — i- 


dy dy' 

Analogamente, usando o percurso B, 


(15.46) 


f{z) — lim lim 


Aw + iAv 


Axh> 0 Ay— *-0 Ax + iAy 
du .dv 
dx ^ l dx ' 

Para que (15.46) e (15.47) expressem o mesmo rcsultado, deveremos ter 


(15.47) 


du dv 
dx dy ’ 
dv __ du 
dx ~ dy ' 


(15.48) 


que sao as chamadas equates de Cauchy-Riemann. 

Essas relates foram deduzidas considerando duas trajetorias particulares. Na 
demonstracao da condicao suficiente, que sera feita na subsegao 15.6.1, mostrare- 
mos que se aplicam de maneira geral. Teremos apenas de impor que as derivadas 
parciais primeiras de u e v sejam contlnuas. Assim, adiantemos que a condicao 
necessaria e suficiente para que uma fungao complexa seja derivavel num ponto e 
que (nesse mesmo ponto) as equagoes de Cauchy-Riemann sejam aplicadas, bem 
como as derivadas parciais primeiras de u e v sejam contmuas. 

E oportuno notar que essas condigoes permitem escrever 


d 2 u d 2 u 
dx 2 + dy 2 
d 2 v d 2 v 
d^ + df 


= 0 , 
= 0 , 


(15.49) 


ou seja, u e v satisfazem a equacao de Laplace em duas dimensoes. Veremos, na 
segao seguinte, a utilizagao deste resultado na solugao de problemas de eletrosta- 
tica. 
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15.2.4 Fungao analitica 

Tudo o que fizemos nesta segao foi visando a introdugao deste importante conceito. 
Uma fungao e analitica num ponto z se for univoca e diferenciavel neste ponto, 
bem como em todos os outros no seu entorno. 

Como exemplos, temos z n (n > 0), e 2 etc. Verifiquemos isto. Seja a derivada de 
f(z) = z n , 


f(z) = lim 

Az—>0 


— lim 
Az— 


(z + A z) n — z n 
A z 

z n + nz n ~ 1 Az H— 


— z 


A z 


= nz 


n —1 


(15.50) 


independentemente de como Az —» 0. De fato, para n > 0, ela possui derivada em 
todos os pontos do piano complexo e, portanto, e analitica em todos esses pontos 
(uma fungao analitica com essa caracteristica e chamada inteira - entire function). 
Para n < 0, nao e analitica em z = 0. Outro exemplo de fungao inteira e / (z) — e z . 
Ja para a fungao /(z) = zz*, temos 


= lim ( 2 + ^)iV + ^)-^ 

2 X 2 Az— >0 Az 

Az* 

= z* 4- z lim -. (15.51) 

Az—^0 Az 

O limite acima depende de como Az —?• 0. Por exemplo, tomando os percursos A e 
B da figura 15.5, temos, respectivamente. 


lim^l 

Az— Az 


Ax - iAy 

lim lim -—— 

Ay—*0Ax—>0 Ax + i Ay 

iAy 


— lim 

Ay—>0 


iAy 


(15.52) 


e 


lim ^ 
Az-»0 Az 


lim lim 


Ax — iAy 


Ax—M) Ay—Ax + iAy 

= lim 4 
Ax—>-0 Ax 

= 1 . 


(15.53) 
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Assim, observando (15.51), vemos que o unico ponto em que o limite independe 
do percurso e 2 — 0. Portanto, f(z) = zz* so e diferenciavel neste ponto. Kntre- 
tanto, para ser analftica, precisaria, tambem, ter derivadas no entomo dc z = 0. 
Consequentemente, ela nao e analftica em ponto algum. E facil ver que a funcao 
f(z) — z* nem e analftica nem possui derivada em qualqucr ponto. 


15.3 Mapeamento conforme 

Partindo dos conceitos vistos ate aqui, ha muito que pode ser feito com variaveis 
complexas. No momento, estamos interessados na aplicacao da transformacao 
conforme (o que leva a urn mapeamento com o mesmo nome) na solucao de pro- 
blemas de eletrostatica. Vejamos, primeiro, o que vein a scr este processo. 


w Q = f( Zq) 



Seja uma funcao f(z), analftica numa certa regiao g do piano complexo z. Con- 
si deremos que esta fungao produza um mapeamento na regiao C do piano com¬ 
plexo w (a figura 15.6 da uma visao esquematica do processo). Um deslocamento 
Az = z- zq, no piano z, corresponded ao deslocamento Aw = w — wq no piano w. 
A funcao /(z), por ser analftica, possui expansao em serie de Taylor (provaremos 
depois). A expansao em torno do ponto zq e 


/(z) = /(z 0 ) +/(z 0 )Az + f ^ (Az) 2 + lL!S z °) '*~' 3 


(Az) 


£ 

n- 0 “• 


Como Aw = f{z) — /( zq), temos 


a w = r AAAI (Az )». 

r-f, nl 


«--=1 


Vamos considerar o caso /'(z 0 ) 7 ^ 0. Se Az - 5 - 0, temos Aw 
consequentemente. 


(15.54) 

(15.55) 

f(za) Az e. 
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arg A w -4 argAz + arg/^Zo), (15.56) 

| Aw | -4 |/'(z 0 )||Azj. (15.57) 

Pela relacao (15.56), vemos que a transforma^ao roda todas as linhas infinitesi- 
mais Az, passando por zq, exatamente de urn mesmo an gulp, arg/ f (zo) (notamos, 
tambem, devido a os sinais dos argumentos, que os angulos mantem o mesmo sen- 
tido). Pela relagao seguinte, observamos que a transformagao distende todos os 
elementos de linha infinitesimals, que passam por zq, exatamente do mesmo fator, 
\f ! (zo)\. Como consequencia, temos que qualquer figura infinitesimal no entorno 
de Zq transforma-se numa figura semelhante no entorno de wq, com area multi- 
plicada por j/ / (zo)| 2 . Devido a tais propriedades, esse tipo de transforma^ao e 
chamado conforme. Temos, ainda, que sistemas de curvas ortogonais no piano z 
continuam ortogonais em w. 

Para entender melhor essas propriedades, tomemos o caso / ; (zq) = 0- Temos, 
entao, que A w —> f {m] (zq) (A z) m /m\, sendo f im ' ! (zq) a primeira derivada nao nula 
de f(z) em z — Zq. Assim, em lugar de (15.56) e (15.57), as relates seriam 


arg Azv -4 m arg Az + arg f ljn \zo ), (15.58) 

| Aw | -4 ^|/ (m) (z 0 )| \Az\ m . (15.59) 

Como vemos, o Angulo entre duas linhas infinitesimals, passando por Zq, nao e 
mais conseivado. Outro fato ainda mais relevante e que a transforma^ao inversa 
nao e unica. Isto pode ser visto a partir da relagao (15.58), que tambem poderia ter 
si do escrita como 


argAw -4 raargAz + arg/t m '(zo) +2kn, 
em que k e um numero inteiro qualquer. Assim, 

arg Az -4 — arg Aw — — arg f ^ (zo) - . 

m ° m ° m 

Entao, a transformagao inversa nos da, para um mesmo A w -4 0, m argumentos 
possiveis (k = 0,1, . .., m — 1). Vemos no caso da transformagao conforme que 
isto nao acontece. A inversa e unica. 

E por este motivo que a transformagao conforme € a que vai nos interessar. A 
sua utilidade na resolu^ao de problemas de eletrostatica e a seguinte: Seja um de~ 
terminado problema, cuja solugao nao e simples. Escrevemo-lo na forma complexa 
(ja veremos como) e por meio de uma transformagao conforme, passamo-lo para 
outro piano complexo, de tal maneira que a solugao seja simples ou, pelo menos. 
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que saibamos resolve-lo. Depois, usamos a transformagao inversa para ter a solu- 
gao do problema original. Ora, se a transforma^ao primitiva nao for conforme, a 
volta ao problema original sera indefinida. 

Antes de passarmos &S aplicacoes, e a fim de deixar esses pontos bem claros, 
consideremos a transformagao 


/( 2 )=Z 2 

e admitamos, por hipdtcse, que 2 = 0 nao perten^a ao domfnio g. Assim, a trans- 
formac3o e conforme [pois f'(z) 0], ou, em outras pa lavras, o mapeamento de g 
em C 6 conforme. 

Tomemos, agora, as seguintes retas (que nao deixam de ser casos particulares 
de curvas) no piano z:y = xex = l. Elas se cortam no ponto 1 + i, num angulo 
igna 1 a rcj 4. Veja, por favor, a figura 15.7 (as setas marcadas sobre as linhas x = 1 
e y — x sao para deixar claro o sentido das linhas no mapeamento). No piano w, 
temos que a reta i/ = ie mapeada na reta u = 0, pois 


w = (x 4 - iy) 2 


E a reta x — 1, na curva 


2 2 
u —x-y 

v = 2xy . 


« = i -y 2 ' 

v = 2y, 


que e a equagSo de uma parabola. 


v 2 = 4 (1 — u). 

Neste piano, as curvas cortam-se em dois pontos: (0, 4-2i), mas o mapeamento 
do ponto 1 i e o ponto + 2 i (e fdcil ver, basta substituir x = 1 e 1 / = 1 em w = 
x - y 4- 2ixy). Os sentidos das curvas estao indicados na figura 15.8. 

Para concluir, mostremos que essas curvas tamb£m se cortam num angulo igual 
a tt/ 4 (e mantendo o mesmo sentido). Isto e facilitado pois devernos calcular a 
inclinagao da parabola v 2 = 4 (1 — u ) no ponto (0, 2 i) em relagao ao elxo v, como 
indica a figura 15.9, 


, du \ 

ts *=Tv\ 


( 0 , 2 } 


v-2 


. n 


O sinal menos mostra que o sentido e o indicado na figura. 

Vejamos, agora, a resolugao de alguns proble ma s b idimensionais de detrosfa.- 
tica, fazendo uso das transformaqoes conforme. 
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Figura 15.8. Curvas no piano w. Figura 15.9. Angulo entre as curvas no piano w. 


15.3.1 Primeiro problema 

Sejam duas placas condutoras, infinitas, mantidas a potenciais Ui e U?, e dispostas 
perpendicularmente, como aparecem na figura 15.10. Nosso objetivo sera detemi- 
nar o valor do potencial nos pontos da regiao r > 0 e 1 / > 0. O problema consiste, 
entao, na resolugao da equagao de Laplace, 


a 2 17 d 2 U 

dx 2 ' dy 1 


= 0 , 


para as seguintes condigoes de contomo: 
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U - U-[ para y — 0, 
U — U 2 para x = 0, 

o que nao e um problema simples. 


y 



Figura 15.10. Placas condutoras infinilas com pote.nciais U-f e lh 

Pelo que vimos na subsegao 15.2.3, uirta fungao analitica possui componentes 
satisfazendo a equagao de Laplace [veja, por favor, as relagoes (15.49)]. Ora, sendo 
este o caso de U(x,y) do nosso exemplo, podemos, entao, considera-lo como a 
parte real, ou imaginaria, de uma fuiicao analitica. Depois, procuramos passar 
para outro piano complexo (onde as novas componentes da funcao analitica tam- 
bem satisfarao a equagao de Laplace) tal que, na nova configuragao, o problema 
possa ser resolvido sem maiores dificuldades. 

Abramos um parentese para explicar as propriedades das transforma goes ge- 
radas pelas fungoes e z e lnz. Comecemos com 

/0) = . (15.60) 

Escrevendo z = x -V 1 y, tern os 

f (z) = e- r &. (15.61) 

Ou seja, os pontos do piano w, escritos na forma polar 

w = pe 1 ®, (15.62) 

possuem p =r e x e <£> = y. Assim, a transformagao c z (que e conforme para qualquer 
z finito) mapeia retas x = a do piano z em cfrculos p = e a no piano w; e retas y = b 
em raios O = b (raios sao segmentos de reta que partem da origem - no caso. 
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w =z p ib ). Consequentemente, a funcao Inz produz mapeamentos de circulos e 
raios do piano z em retas u = const. ev = const, no piano w, respectivamente. 

Observando a figura correspondente ao nosso problema, nao e diffcil perceber 
que, convenientemente, devemos transformar os raios ^ - 0 e < j > ~ tt/2 em retas 
do piano w. Como vimos, a fungao que produz tal transformagao e w — lnz. Seja 

z = r<# (15.63) 


Portanto, 


w = In r + i(p => u — In r, 
v = (p. 


(15.64) 


Entao, o mapeamento no piano w e como esta mostrado na figura 15.11, um ca¬ 
pacitor de placas planas, paralelas e infinitas. Considerando que A seja a fungao 
correspondente ao potencial no piano w, temos que a solugao do problema torna-se 
bem simples: 


V 2 A = 0 


d 2 A 
dv 2 


0 , 


A — Av + B. 


As constantes A e B sao determinadas atraves das condigoes de contomo 


v = 0 => B = U i, 

v= \ => A = ^ {U 2 - U-i). 

Portanto, 

A = - (U 2 - lli) v A U a . (15.65) 

7T 

Escrevendo em termos da variavel complexa w (para voltar ao piano z), temos 

A = — Re — (U .2 — Idi) zv Ui. 

Sendo ro = lnz,a volta ao piano z e feita diretamente. 
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— ~ (^2 — Ui) <p + Ui 

7T 

= - (Ji 2 - Ui) arctg (15.66) 

que e a solugao do problema inicial. 

I v 



Figura 15.11. Mapeamento no piano w. 


15.3.2 Segundo problema 

Sejam dois cilindros condutores e infinitos de raios iguais a a e separados por uma 
distancia d (d > 2a). Um dos cilindros e mantido a um potencial U-[ e o outro a 
U 2 (veja / por favor, a figura 15.12). Nosso objetivo sera determinar a expressao do 
potencial U para pontos fora dos cilindros. 


d 



Figura 15.12. Cilindros infinitos sob potenciais U) e IJ 2 


Veremos que e possivel fazer uma transformacao tal que os dois cilindros fi- 
quem concentricos. Primeiramente, expliquemos a transformacao para o piano zv 
gerada pela funcao 

1 

z=-/ (15.67) 

zv 

que € conforme, excetuando-se os pontos z = 0 (zv —> oo) e z —> co (zv = 0). 
Esta transformacao mapeia cfrculos do piano z em circulos no piano zv. Para nos 
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certificarmos disto, seja um circulo de raio r e centre em c, no piano z [ veja, por 
favor, a obtencao de (15.43) ], 


r=\z-c\. 


A imagem deste circulo no piano w e 


r = 


1 

- c 

zv 


Escrevendo c = c\ + ic 2 e explicitando w em termos deuev, temos 




=> 



1 

u + iv 


-Ci- ic 2 


u — iv 
u 2 + v 2 



Cl - tc 2 


4 + 


V 

u 2 A- v 2 



Desenvolvendo esta ultima expressao e agrupando os termos convenientemente, 
encontraremos a forma explicita da equagao do circulo no piano w (exercicio 15.9), 


r 


2 


(: r 2 — 




Entao, o circulo no piano w possui raio e centro dados por 


(15.68) 


R = 


r 2 -jc| 


21 ' 


= wo + iv o 

Cl 


+ i- 


C2 


r 2 - Id 2 ' ‘ r 2 - IcI 2 


- c 


(15.69) 


(15.70) 


Notamos que r deve ser diferente de [c|. 

Voltemos ao nosso problema. Ja que nada foi imposto quanto a posigao dos 
eixos x e y, escolhamos x passando pelo centro dos cilindros e y por um ponto 
tal (a ser determinado) que os circulos, apos a transformagao, sejam concentricos. 
Veja, por favor, a figura 15.13. 

Interessa-nos, no piano z, a regiao externa aos cilindros. Por isso, o ponto z = 0, 
no qual a transformagao nao e conforme, foi colocado fora desta regiao. Usando a 
relagao (15.70), calculamos os centros dos circulos no piano w, 
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w oi 

Wo2 


d-x o 

a 2 - (d- x 0 ) 2 ' 


x o 



(15.71) 

(15.72) 



Figura 15.13. Ajustando a posigdo dos circulos no piano z. 
Para que sejam concentricos, deveremos ter 


w ol = zv o2 


d-x o _ *o 

a 2 - (d- x 0 ) 2 a 2 - xl 

Xq - dx o + a 2 = 0 



(15.73) 


A outra solugao corresponde ao ponto 2 = 0 fora do circulo (o que nao queremos). 
Portanto, o centro dos circulos no piano w e dado tanto por u> 0 i como por zv 02 , com 
xo substituido por (15.73). Os raios sao 



(15.74) 

(15.75) 


A figura 15.14 mostra o dispositivo dos cilindros no piano w. Toda a regiao externa 
no piano z foi mapeada para a regiao entre os circulos de raios R\ e R 2 . Para um 
ponto w dessaregiao, sabe-se queocampoeletricodecaicom 1/\w — wq\. Portanto, 
o potencial e do tipo 


U — A ln|w — zvo\ + B. 
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Pelas condigoes de contomo \w — Wq\ — Ri, U = U[ e \zv — Wq\ — R 2 , U = U 2 , 
temos 


A 


lh - U 2 

In^ 

R 2 


e 


B 


U 2 In R] Lf 1 lnR 2 


In 


Ri 

r 2 


A volta ao piano z e feita substituindo-se a? por 1 /z. E apenas questao de trabalho 
algebrico mostrar que (exercfcio 15.10) 


U{x,y) = ^-ln 
lT1 ^2 


' 1 — 2wqx i 1 t U 2 In Ri — Lb In R 2 

v2 I ,/2 + + — 


In 


Ra 

£2 


com Ri e R 2 dados pelas relagoes vistas acima. 


(15.76) 



Figura 15.14. Posigao dos drculos apds a transformacao para 0 piano w. 


15.3.3 Terceiro problema 

Antes de apresenta-lo, falemos um pouco mais sobre as transformagdes que produ- 
zem o m a pea men to conforme. Ate agora, analisamos dois exemplos, prod uzi dos 
por del jz. Existem, e claro, varios outros. Ha, inclusive, tabelas de mapeamento 
(veja, por exemplo, o excelente livro "Complex Variables and Applications", J.W. 
Brown e R.V. Churchill). O significado de algumas transformagdes e bem simples. 
Por exemplo, f(z) — z + b corresponde a uma translagao; e f(z) = olz, a uma 
rotagao de arga e a uma mudanca de modulo pelo fator |«|, pois 

ecz=\a\\z\^ a+at S z \ 

Estudaremos, a seguir, corno ultimo assunto desta segao, a transformagao 
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m = (15.77) 

Deixaremos de ver algumas outras que, embora importantes dentro do contexto do 
mapeamento conforme, poderiam fugir da visao geral que um livro da natureza 
do nosso pretende fornecer. Dentre estas, mencionemos a de Schwarz-Cristoffel, 
que mapeia poli'gonos do piano z num semipiano w. Esta transformagao, junta- 
mente com o chamado "arredondamento dos contornos", permite resolver o dificil 
problema do campo de um capacitor com placas planas, paralelas e finitas. Acre- 
dito que com os exemplos ja vistos e com o que sera apresentado a seguir, teremos 
uma boa nogao sob re o assunto (para o lei tor que desejar ir mais alem, o livro do 
Brown e Churchill, acima mencionado, e uma otima referenda). 

Seja, entao, a transformagao (15.77), que e conforme para z / -|S (no ponto 
z — —fi a fungao nao e analitica) e para a A (para a = / 3 , temos / (z) = A => 
f'(z) = 0). Ela coincide, tambem, com sucessivas transformagoes elementares, 
como podemos notar se reescrevermos /(z) da forma 


Ou seja. 


/(*) = 


A(^-jS) 
z + 


f A. 


zi = z + /3 : 

1 

z 2 ~ — : 

Z 1 

23 = A(a - / 3 )z 2 : 

w — Z3 + A : 


translacao, 

inversao, 

rotagao e variagao de modulo, 
translagao. 


Considerando o que ja vimos, e de se esperar que (15.77) mapeie circulos e retas 
em circulos e retas. Para melhor entende-la, seja, entao, o terceiro problema, dois 
semicilindros infinitos de raio a, mantidos a potenciais Ui e U 2 , como mostra a 
figura 15.15. Nosso objetivo sera o calculo do potencial U para pontos exteriores 
ao cilindro formado. 

Primeiramente, usando a transformagao (15.77), passemos para um piano zv 
onde tenhamos o dispositivo mostrado na figura 15.16. Para tal, impomos que 


z\ = a 
Z 2 = ia 
2.3 = -a 


wi = 0 , 

W 2 =l (poderia ser um valor qualquer entre 0 e 00 ), 
ii ?3 = 00 , 


sob essas condigoes, encontramos 
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a — —a, 
p = a, 

A = —i. 

Assim, a fimcao que produz o mapeamento e dada por 

.z — a , 

zo = -i -. (15.78) 

z + a 



Figura 15.16. Alaveamen to no piano w 


Pelo sentido como percorremos o drculo no piano z (anti-horario), temos que 
os pontos intemos do cilindro estao mapeados na regiao v > 0 do piano zo. A 
regiao que nos interessa, portanto, e v < 0 (que corresponde aos pontos extemos). 

Vamos, agora, usar o mesmo tipo de mapeamento visto no primeiro exemplo. 
Assim, a fun^ao 

^ = ln w (15.79) 

faz com que no piano £ tenhamos a situacao mostrada na figura 15.17. A regiao do 
piano zo que foi mapeada e a do semipiano inferior [v < 0). Consequentemente, 
os raios deslocam-se no sentido negativo. Dai o valor —tz. 
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Observando a solugao do primeiro exemplo e usando aquela mesma letra para 
representar o potencial li no piano £, temos 


A = ^{U 1 -U 2 )<p+U 1 
= -Re ^(H, ~ U 2 )Z + U,. 

A volta ao piano 2 e feita substituindo Z, por In w, e w pela relacao (15.78), 

U = — Re — (Ui — LM In ( — i -—- | + Hi. 

71 \ z + aj 

Desenvolvendo a expressao acima e tomando a parte real, vem (exercfcio 15.11) 


U{x,y) = 


U1-U2 


lay 


U 1 + U 2 


71 


mt 8 . v ^ y i _ fl 2 +—2 


(15.80) 



<p 

111 

0 



U 2 

— 71 




Figura 15.17. Mapeamento no phmo 


15.4 Integragao 

Seja a integral I de uma fungao f(z) ao longo da trajetoria C e unindo dois pontos 
do piano complexo 2 , 

1 = J f{z)dz. (15.81) 

Em principio, e uma extensao natural das integrals de linha vistas nos cursos de 
Cdlculo. A fungao deve ser contlnua sobre os pontos da curva C. Lembrando que 
derivadas de (undoes (continuas) complexas independem de como Az —> 0, nao e 
de se estranhar que a integral de tais funcoes ou, sendo mais preciso, de fungoes 
analiticas, nao deva depender da trajetoria que liga os dois pontos. 
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Antes de tratarmos disto de maneira formal, tomemos algtms exemplos. Con- 
sideremos a integral da fungao /(z) = z ao longo da linha reta C\, que liga os 
pontos O e A, mostrada na figura 15.18. Iniciairnente, nao levaremos em conta a 
possibilidade de a integragao nao depender do percurso. O calculo, entao, e feito 
com o que sabemos sobre integrals de linha. 


com Ci : y = -, 


h = f {* + iy)(dx Vidy) 

•ft i 

= / (xdx - ydy) 4 i j (y dx + xdy) 
J Cj JC] 

= f c (xdx-ydy)+ i (jdx- 


■J2 12 


h = 


t 

2 


1 -( x22 

+ ' T 
o V 4 o 


= 2 + 21 ' 



Figura 15.18. Trajetdria Cj unindo os pontos O e A. 


Seja, agora, a integral da mesma fungao mas ao longo de outra trajetoria, C 2 , 
unindo os mesmos pontos O e A (veja, por favor, a figura 15.19), 


h = / (x + iy) (dx + idy) 

J c? 

= (x dx - y dy) + i j (ydx + xdy ) 


2 i2 2'1 

* V 


c 2 
1 

+ 0 + 2 iy 
0 0 


= 2 1 2z ’ 
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Figura 15.19. Trajetoria C 2 unindo os pontos O e A. 


Como se aventou, deu o mesmo resultado. De fato, poderiamos ter tornado qual- 
quer percurso entre os pontos O e A que o resultado seria o mesmo. Isto significa 
que a integral poderia ter sido feita simplesmente como 



zdz 


M 2 " 

2 io 

I** 


Entretanto, continuemos apoiados nos percursos um pouco mais. Juntando os dois 
resultados anteriores, aqueles referentes a C\ e C 2 , podemos afirmar que sobre a 
curva fechada C 3 , mostrada na figura 15.20, temos 



= 0. 


V 


A 



E importante ressaltar que nem sempre j> c f(z) dz — 0. Isto so acontece, con- 
forme veremos a seguir, se / ( z ) e uma fun^ao analftica para todos os pontos da 
regiao limitada pela curva fechada C [ que e o caso de /(z) = z j. Para ilustrar um 
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pouco mais esta parte, seja a funcao f(z) = l/z que, como vemos, nao e analftica 
em z = 0. Tomemos, entao, a integral num percurso fechado que contenha z = 0. 
Para facilitar, consideremos um cfrculo de raio a e centre na origem. Usando a no- 
ta^ao polar, temos que z = a sobre os pontos do percurso de integracao. Entao, 



= 2m. (15.82) 

Considero, tambem, bastante oportuno chamar a aten^ao para o sentido do 
percurso fechado de integracao. No caso de a integral ser nula, nao importa qual 
seja. Entretanto, quando isto nao acontece (como na integracao acima), o resultado 
tera sinal contxario se mudarmos o sentido. Em (15.82), seguimos o sentido anti- 
horario. Vamos sempre admitir, por convencao, que o percurso das integracoes 
fechadas (nao nulas) seja o anti-horario. 

15.4.1 Teorema de Cauchy 

O que acabamos de ver esta fundamentado no importante teorema de Cauchy: 
uma funcao analitica, numa regiao de conexao simples, possui 

/(z) dz = 0 (15.83) 

para qualquer percurso fechado dessa regiao. 

Deixaremos a demonstracao (que nao e complicada) para depois. Expliquemos, 
apenas, que uma regiao e de conexao simples quando toda linha fechada so con¬ 
tenha pontos da regiao (graficamente e quando nao ha buracos). Caso contrario, e 
chamada de conexao multipla (veja, por favor, a figura 15.21). Ja as regioes mos- 
tradas na figura 15.22, embora tenham buracos, nao sao de conexao multipla (as 
linhas unindo os percursos fechados fazem com que sejam de conexao simples). 
Alguns comentarios e consequencias do teorema de Cauchy: 

(0 Tambem poderiamos enuncia-lo dizendo que a integral de uma funcao anali¬ 
tica, entre dois pontos de uma regiao de conexao simples, independe da traje- 
toria escolhida (veja, por favor, os exemplos mostrados no inicio da secao). 

(ii) Se f(z) e analftica numa regiao de conexao multipla, como a da segunda fi¬ 
gura 15.21, temos que a integral de f(z) ao longo da linha externa e igual a 
integral ao longo das linhas internas, todas tomadas no mesmo sentido. Mos- 
tremos isto. Para tal, transformamos a regiao de conexao multipla em simples. 
Veja, por favor, a figura 15.23, em que aparecem tod os os detalhes. Usando o 
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teorema de Cauchy para a regiao resultante, temos (lembrando que percursos 
fechados no sentido horario sao negativos). 



0 . 


Como as integrals j ^ f(z ) dz e fg’ / (z) dz se cancelam, bem como f(z) dz 
e J® f(z) dz, e que j® f(z) dz + f(z) dz — <f c f (z) dz (e positivo porque o 
sentido e anti-horario), temos 


i f(z)dz = k 



simples 


f(z)dz-\- £ f(z) dz. 



multipla 


Figura 15.21. Regioes de conexdo simples e multipla. 


(15.84) 




Figura 15.22. Outros exemplos de regioes de conexdo simples. 



Figura 15.23. Transformagdo em regido de conexdo simples. 
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(Hi) Seja a integral 


I f(z) dz r 
Jc 2 - a 

em que f(z) e analftica na regiao considerada e a e um ponto no interior de C. 
Vemos, portanto, que o integrando nao e funcao analftica, pois ha um polo em 
z = a. A fim de obter o significado desta integral, tomemos um cfrculo 7 com 
centro em a e raio p. Usando o resultado do item ( ii ), podemos escrever 


r mdz = f mdz ^ 

Jc z — a J y z~ a 

S 6 relembrando, os sentidos dos percursos de integra^ao sao os mesmos (con- 
siderados anti-horarios). Para que a integral do lado esquerdo coincida com a 
iniciai (definida em todos os pontos da regiao subentendida por C), tomemos 
o limite p -4 0 na segunda integral 


lim I IVVl 

Jy z — a 



— 2nif(a ). 


(15.86) 


Na primeira passagem, usamos o fato de f(z) ser analftica no ponto z = a; 
na ultima, o resultado obtido em (15.82). Como a e um ponto qualquer no 
interior de C, podemos combinar (15.85) e (15.86) e escrever 


/(*) = 


j _I.MK 

2m Jc C~z 


(15.87) 


que e conhecida como formula integral de Cauchy. 


( iv ) Usando-a, obtem-se uma outra expressao para a derivada de uma funcao ana¬ 
lftica f(z), 

f(z + Az) — / (z) 


f'(z) = lim 

Az—>0 

= lim — 
Az—*0 Az 


Az 


J_ I f(QdC J_ r f(QdC 
2m Jc £ ~ i z + Az) 2m Jc £ - z 
A zf( 0 d£ 


— lim — 

2m aSo Az Jc (£ - z) [£ - (z + Az)] 

1 r m<% 


2 m Jc (£ - z ) 2 


(15.88) 
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De forma analoga. 




2 ! / m<% 


f {n) (z) 


2m . 

TcW- ' 

-zf' 

3! 

1 ttOdC 

2m , 

tc (5 - 

) 4 ' 

n\ 

I 

2 ni. 

/c(U 

- z)” +1 


(15.89) 


Concluindo, temos que se /(z) e analitica numa certa regiao, ela possui deri- 
vadas de todas as or dens (dentro da mesma regiao). Consequentemente, como 
sempre existe a derivada de ordem n + 1, todas as derivadas de f(z) sao, tam¬ 
bem, fungoes analiticas na regiao considerada. Este resultado nao possui con- 
trapartida no caso de variaveis reais (exercicio 14). 

O uso do teorema de Cauchy, dado por (15.83), bem como a sua formula in¬ 
tegral (15.87), sao relagoes fundamentais no calculo de integrals envolvendo 
fungoes de variaveis complexas. O fato importante e que tambem permitem 
o calculo de certas integrais de variaveis reais, atraves de um processo conhe- 
cido como metodo dos residuos, que sera objeto da segao seguinte. Por ora, 
sugiro ao leitor que resolva os exerclcios 15.15-15.19, que tratam apenas de 
integragoes de variaveis complexas. 


15.4.2 Series de Taylor e Laurent 

Vamos concluir esta segao falando das expansoes em serie. As questoes de con- 
vergencia e algumas demonstragoes ficarao para depois. Sabemos que, no caso de 
variaveis reais, fungoes f(x), tendo derivadas de todas as ordens num ponto x = a, 
podem ser associadas a uma serie de potencias (serie de Taylor), 

/W=E^^ -«)"■ (15-90) 

No caso de fungoes de variaveis complexas, vimos que se f(z) e analitica numa 
regiao, ela possui derivadas de todas as ordens (nessa mesma regiao). Assim, de- 
vemos esperar que f(z') tambem possua expansao em serie de Taylor, 

(*-«)*- ( 15 - 91 ) 

n=0 n - 

Para fins de comparagao com o que sera apresentado a seguir, sobre a expansao 
em serie de Laurent, tomaremos, como regiao onde f(z) e analitica, um circulo de 
centro em a, ponto em relagao ao qual e feita a expansao (veja a figura 15.24). 
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Figura 15.24. Regiao onde efeita a expansdo em serie de Taylor. 


Sera essa mesma regiao que usaremos para fazer a demonstracao e provar sua 
convergence. No momento, o que julgo importante ser mencionado e que fun^oes 
de variaveis complexas podem ter outro tipo de expansao em serie de poteneias, 
chamada serie de Laurent, sem contrapartida no campo real, que se baseia no se- 
guinte: Seja uma funcao analftica /( z) numa regiao anuiar limitada pelos circulos 
Q e C 2 , concentricos em z = a (veja, por favor, a figura 15.25). Para pontos da 
regiao anuiar [onde /(z) e analitica], temos que a expansao em serie de Laurent e 
dada por 


CO 

f{z)= 52 a n {z-a) n , (15.92) 

n —00 

cujos coeficientes a n sao 


«» 


1 

2 ni 


c (£-a) n+1 ' 


(15.93) 


sendo C qualquer percurso fechado na regiao anuiar, mas que contenha o ponto 
z — a. 



Figura 15.25. Regiao anuiar onde f (z) e analitica. 


Os coeficientes da serie de Taylor 
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h f {n) («) 

n nl 

poderiam tambem ter sido escritos por expressoes do tipo (15.93), isto 6 [veja, por 
favor, as relagoes (15.89)] 

b - 1 I MK 

n Ini Jc (£ - a) n ~ l ' 

Entretanto, por outro lado, os da serie de Laurent, dados por (15.93), podem nao 
ser iguais a / • n - (a) / nl porque /(£) nao e necessariamente analitica em C = a. 

Como vemos, a diferen^a fundamental entre ambas as series e que na de Taylor, 
a fun^ao precisa ser analitica no entorno do ponto em que se faz a expansao. Na 
de Laurent nao ha essa necessidade. E de se esperar, portanto, que se a fun^ao 
for analitica no interior do cfrculo men or, os desenvolvimentos em series de Taylor 
e Laurent coincidam. Realmente isto acontece e pode ser facilmente verificado. 
Consideremos que na expansao em serie de Laurent,/(z) seja analitica tambem na 
regiao limitada por C 2 - Assim, para valores negativos de n, que chamaremos de 
—n (n > 0), temos, para os coeficientes em (15.93), 




n 2ni Tc (£ — fl) _K+1 
= 0 , 


(■n = 1, 2, 3, 


pois todo o integrand© e fun^ao analitica. Para os coeficientes que restaram, aque- 
les com n positive, temos 


% 


1 1 m* 

Ini Jc - a) n+l 


n\ 


(n= 0, 1, 2, 3, ...) 


de acordo com a formula integral de Cauchy para derivadas. Substituindo, entao, 
esses coeficientes na expansao em serie de Laurent (15.92), vein 


n-0 


que e, realmente, a expansao em serie de Taylor (15.90). 

Para conduit, ilustraremos os desenvolvimentos em serie de Taylor e Laurent 
com um exemplo. Seja a fun^ao /(z) = e 2 , que e analitica em todo o piano com- 
plexo. Assim, podemos fazer uma expansao em serie de Taylor em torno de qual- 
quer ponto. Por exemplo, tomando a = 0 na relagao (15.91), diretamente obtemos 
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cc 

r= T 2 -. 

n =0 n - 


Por outro lado, a fungao g(z) = e 1/z nao e analitica em z = 0. Nao podemos, e 
claro, fazer a expansao de g(z) — e 1/z em torno dez — 0, mas podemos fazer em 
de Laurent. Como a funcao e anali'tica entre qualquer circulo de raio infinitesimal 
e outro de raio infinite, ambos centrados na origem, os coeficientes da serie de 
Laurent sao dados por 


1 f e x/ ^dl, 

a * ~ 2 ni fc C n+1 ' 

em que C e qualquer circulo com centro na origem. Por praticidade, consideremos 
que este circulo tenha raio unitario. 

So relembrando, a integral acima nao pode ser associada com derivadas de 
g(g ) — e l: porque g(Q nao e analftica na origem. Um meio elegante de se fazer 
esta integral e atraves de um mapeamento conforme, passando-a para outro piano 
complexo. Vimos na subsegao 15.3.2 que a transformacao rj = 1 /Z, mapeia circulos 
de um piano em circulos do outro. Com isto, o percurso de integralo do lano £ 
(circulo de raio unitario) sera transformado, tambem, num circulo de raio unitario 
no piano ij. 

Facamos um esclarecimento. Nao ha problema algum no mapeamento porque 
a funcao e analitica sobre os pontos do percurso de mtegracao. O unico detalhe, 
que temos de atentar, e quanto ao sentido do percurso no piano rj. Ele sera contr5~ 
rio ao do piano o que e facilmente percebido pois os pontos do circulo no piano £ 
sao dados por £ = e lB , e no piano rj por tj = e~ lB . Assim, para manter a convengao 
de sentido anti-horario positivo, devemos de mudar o sinal da integracao apos o 
mapeamento. Depois dessa explicagao, temos que a expressao dos coeficientes a n 
no piano i/ e 


- 1 / g* 7 ~dp 

a<x Ini fc p 2 

1 / dp 

2ni Jc tj ~ n11 

Agora, e f ? e analitica no interior do percurso de integracao. Vemos que a n = 0 para 
n = 2, etc. Nos demais valores de n, ou seja, n = 0,-1, —2, ..., temos que 

os coeficientes estarao relacionados as diversas derivadas de eC Assim, podemos 
escrcver que 

a n = n = 0 , 1 , 2 , ... 

—nl 

Considerando a formula de Laurent, temos 
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e 


1/2 


fl 0 + fl_iZ 1 + fl-2Z 2 + 3 H- 





Observando a relagao obtida, vemos que o resultado poderia ter sido obtido da 
serie de Taylor pela substituigao de z por 1/z. Isto ja era de se esperar, pois e l,z e 
o resultado da transformagao conforme que usamos para calcular os coeficientes. 
Nao ha problema algum em ser feita, desde que nao se incluam os pontos onde 
nao sao analiticas (no caso, Oeco). 


15.5 Residuos 


Conceitualmente, nao ha nada que ja nao tenhamos visto nas segoes anteriores. 
Seu eonteudo nada mais e do que a utilizagao da expressao (15.84) para pontos 
singulares (o que levara a definigao de reslduo). Mostraremos a utilizagao disto no 
calculo de integrals, visando, principalmente, algumas de dificil solugao quando 
olhadas apenas no campo real. 

Seja eerta fungao de variaveis complexas f(z) definida numa regiao limitada 
por uma curva fechada C. Consideremos que, no seu interior, exista urn numero 
finito de pontos, Z\, Z2 , .. z n , onde a fungao e singular. Envolvendo esses pon¬ 
tos por curvas fechadas como mostra a figura 15.26, temos, com a utilizagao da 
expressao (15.84), 



Como vemos, nao na nada novo mesmo. Apenas usamos a relacao (15.84) 
numa regiao onde os pontos de singularidade foram isolados pelos percursos fe~ 
chados Ci, C 2 etc. De novidade, so a definigao de residue. 


R, = f(z)dz, (15.95) 

que esta associada a pontos de singularidade. Assim, combinando (15.94) e (15.95), 
podemos escrever 


r n 

£ f(z) dz — Ini Rj / (15.96) 

Jc J=i 

cujo resultado esta nos dizendo que a integral de uma fungao complexa /(z), num 
percurso fechado C, esta relacionada ao calculo dos residuos referentes aos seus 
pontos de singularidade. 

Para este calculo, podemos usar alguns procedimentos: 
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Figura 15.26. Regiao com pofitos de singuiaridade de f(z). 


( i) Se num deterininado percurso Cj a fungao f{z) puder ser escrita como 


z — z j ' 

sendo g(z) analitica no interior de Cj, temos que o residue e diretamente dado 
pela formula integral de Cauchy, 



g(z) 


Rj = — l 

2m Jq z — Zj 


g( z j) ■ 


(ii) De maneira semelhante, se pudermos escrever 


(15.97) 


m 


g( z ) 

(z- Zj )”+ l ' 


com g(Zj) satisfazendo as mesmas condigoes, temos, de acordo com as deriva- 
das da formula integral de Cauchy [veja, por favor, (15.89)], 


*t = 


I s^) dz 

2ni Jq (z - Zj) n+1 


g z: <:;> 

nl 


(15.98) 


No caso de (15.97), diz-se que z- e um polo simples de /(z); em (15.98), urn 

polo de ordem n 4-1. 
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{Hi) Outra maneira de se obter o residuo e atraves da expansao em serie de Lau¬ 
rent. Observando a expressao dos coeficientes, (15.93), vemos que o residuo e 
justamente o a_\. 

(iv) Finalmente, quando a fungao /(z) puder ser escrita da forma 


f(z) = 


Hz)' 


com g(z) eh(z ) sendo fungoes analfticas em Cj, mas tendo g(Zj) / 0, h(zj ) = 0 
[pois Zj e um polo de f(z)] e h'(zj) ^ 0 (o processo so apresenta praticidade 
para polos simples), o residuo e dado por 




S&j) 

h'( Z j) * 


(15.99) 


Vejamos. Sendo g(z) e h(z) funcoes analfticas na regiao limitada por C,, pode- 
mos expandi-las em series de Taylor. Fazendo isto no entorno de Zj, vein 


f (z) = --• 

m -s ) 2 + --- 

Na expansao do denominador nao aparece o primeiro termo porque foi usada 
a condigao h( z j) — 0- Como o polo e simples, temos que (z — Zj)f(z) e analftica 
para z — z ? -. Assim, no entorno dez = Zj, a fungao/(z) pode ser escrita como 


/(*) = 


1 g(z) 

z — Zj h'(z ) 


Portanto, pela definigao de residuo e com o uso da formula integral de Cauchy, 
fica demonstrada a relagao (15.99). 


O uso de resfduos nao visa, necessariamente, o calculo de integrais de variaveis 
complexas. A sua grande aplicagao e para algumas integrais no campo real. Nas 
subsecoes seguintes serao apresentados diversos exemplos. 


15.5.1 Primeiro exemplo 

Inicialmente, para fins de comparacao, tomemos uma integral cuja resolugao no 
campo real seja bem conhecida. 


h = 



dx 

T+X 2 ‘ 


(15.100) 


[355] 



Metodos Matemdticos para Fisicos - Volume II 


Sua solu^ao pode ser diretamente obtida pela substitui^ao de x por tg 0, 


dx = sec 2 0 dO, 
l + x 2 = 1+1^0 = sec 2 0 . 


Levando esses resultados em (15.100), obtemos 


r-n/2 

I\ — dO = n. (15.101) 

J-n/2 

Agora, vejamos como resolve-la no campo complexo. Em seu lugar, parti- 
mos de 


/ dz 
Jc 1 + z 2 ’ 


(15.102) 


O denominador se anula para z = +i. Se sao polos ou nao, vai depender do 
percurso escolhido. Por exemplo, para o da figura 15.27, que e um semicirculo de 
raio R > 1, temos que apenas z — -I- i e polo do integrando. Assim, de acordo com 
(15.96), vem 


/ ^ -- em z — m . (15.103) 

Jcl + z 2 V 1 + z 2 / 



Figura 15.27. Percurso de integracao de (15.102). 


O calculo do residuo em z = i e de facil obtengao. Deixemo-lo para daqui a 
pouco. Concentremo-nos no percurso (convenientemente) escolhido, 

f dz _ f +R dx r dz 

fcl+Z 2 J-R 1 + X 2 Jc R 1 + Z 2 ’ 
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A primeira integral do lado direito tende para a integral (15.100) no limite R —> oo. 
O ponto importante e que a segunda tende a zero para este mesmo limite (por isso 
e que o percurso foi convenientemente escolhido). 


lim 

R—;>co 


dz 


JC R 1 -hZ 2 


< lim I -. - ‘ —j = lim / 

Jc R 11 + | R-^oo Jc R 

/ 

Jc R 


\dz\ 


< lim 

R—K» 

= 0 . 


m- i 


1 -f z 2 1 
R r^ 2 

K->c c R- — 1 ./o 


= lim 




(15.104) 


Na terceira passage m, foi usado o simples raciocfnio 


a + b j 



W\ + 1^1/ 

\d\-\b\. 


O uso de vetores, para visualizar o que foi feito, esta apoiado na equivalencia das 
simetrias SO(2) e 11(1), vista no inicio da primeira seqao. Assim, podemos concluir 
que, realmente, a integral ao longo de Cr tende a zero para R -> oo. Juntando esses 
resultados. 



dx 

1+x 2 


lim i 

R—ico Jc 1 + Z 2 

2.7ti ( Res —-—em z = i 
V 1 + Z 2 


(15.105) 


Portanto, o calculo da integral inicial resume-se em saber o residuo de 1/(1 + z 2 ) 
em z = i, que pode ser diretamente obtido atraves do processo estabelecido no 
item (i), pois 

1 _ 1 

1 +z 2 (z + z)(z — i ) ' 

Vemos que o integrando e do tipo 


1 ._.g(z) 

1-1- z 2 z — i' 

com 


Logo 


g{ z ) = 


1 

z + i ' 


Res 




1 — z 


= 2(0 


1 

2r 
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Substituindo este resultado em (15.105), vem 



dx 

1 + x 2 


= 'X 


como ja era esperado. 

Pelo que fizemos acima, pode-se observar que o calculo de uma integral de 
variaveis reais, pelo metodo dos residuos, depende muito da escolha do percurso 
de integragao. O da figura 15.27 foi apropriado porque a parte da integral no piano 
complexo era nula e, assim, so restou a parte real que coincidia com a integral que 
estavamos interessados em calcular. 

Como ilustracao, poderiamos ter partido, tambem, do percurso mostrado na 
figura 15.28 (notar que se teve o cuidado de manter o sentido anti-horario). Neste 
caso, o polo csta em z — — i. Assim, em lugar de (15.103), tern os 

<t — 2m {Res — 1 ? em z = -z ) . (15.106) 

Jcl+z 2 V 1+z 2 J 



Figura 15.28. Outro percurso de integragao. 


Seguindo o mesmo procedimento, vem os que podemos escrever 


r dz _ f~ R dx r dz 

7c 1 + Z 2 J+R 1 + X 2 + Jc R 1 + z 2 ' 


(15.107) 


Tambem, de forma semelhante, mostra-se que a integral ao longo do trecho Ck 
tende a zero para R —> oo. E a determinagao do residue no novo ponto e feita da 
mesma maneira, 


Res- 


— Res 


(z + i)(z — 0 


1 

2 i 


(15.108) 


Combinando (15.106)-(15.108) e fazendo R oo, temos que o mesmo resultado 6 
encontrado (mais uma vez, como nao poderia deixar de ser). 
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15.5.2 Segundo exemplo 


'> / 


+ 00 cos x dx 


a 2 + x* 


(15.109) 


Ao contrario do anterior, esta integral nao e de facil solugao (no campo real). 
Sugiro ao leitor, para se convencer disto, que tente resolve-la diretamente. Na 
utilizacao dos residuos, o percurso de integragao pode ser qualquer um dos dois 
anteriores, figuras 15.27 ou 15.28. Ent retan to, deparamo-nos com. um problema: a 
integral sobre o percurso circular nao tende a zero quando R —» co. Isto se deve 
porque jcoszj diverge exponencia 1 mente. 


lim jcosz! = lim ~ \e lz + e xz 
R—R— >co 2 I 

—>■ oo. (15.110) 


Na segunda passagem, usamos o mesmo raciocinio feito em (15.104). 

Observando os passos do desenvolvimento acima, notamos que este problema 
naturalmente se resolve ao reescrever a integral (15.109), na forma equivalente. 


r : CQ cosxdx _ f +co e lx dx 
J —co a 2 + x 2 ,/-co a 2 + x 2 ' 


(15.111) 


pois a parte imaginaria e uma fungao impar e a integragao nos li mites simetricos 
da zero. Assim, tomando a integral no piano complexo e o percurso da figura 15.27 
(o da figura 15.28 nao serve - ja veremos o porque), para R > a, temos 


/ e iZ dz _ r~ R e ix dx f e lz dz 

Jca 2 + z 2 J-R a 2 -\-x 2 Jc R a 2 + z 2 

= 2m (Res —— T em z = ia \ . (15.112) 

V a-\-z z } 

Podemos realmente comprovar que a integral ao longo do percurso C R agora tende 
a zero quando R —> co, 


f e ,z dz 


< lim 

R—> oc 


< lim 

R 


L 

im / 

-><*> JC R 


e iz dz 
a 2 +z 2 \ 
\e lz \ \dz\ 


= lim 


= lim 

R —sco 


k 

L 


\dz\ 


R~*ooJCr |r z +z 2 | 

-Rson8 Rde 


R- 


0. (15.113) 
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Combinando (15.111)-(15.113) / temos 



cos x dx 
a 2 + x 2 


2m Res 

2m Res 


a + z 2 
e l - 


era z 


(z + ia){z — ia ) 



= 2m 


.e 


7i e 


2 ia 

—a 


(15.114) 


No calculo desta integral, foi importante a escolha do percurso da figura 15.27. 
Se, em lugar de (15.111), tivessemos feito 


’+°° cos xdx 


a 2 + x 1 



e }X dx 
d^x 2 ' 


(15.115) 


o percurso apropriado seria o da figura 15.28 (exerdcio 15.22). 

Cabe aqui um eomentario. Quando escrevemos as relacoes (15.111) ou (15.115), 
nada mais fizemos do que acrescentar um termo igual a zero na expressao inicial 
(15.109). Por que isso muda tanto a situagao? Na parte sobre o eixo real, de fa to 
nao muda nada. Muda, sim, o comportamento sobre o percurso Cr. Vimos que se 
partissemos diretamente de (15.109) a integra^ao da fungao complexa correspon- 
dente sobre o semicirculo Cr, tanto da figura 15.27 como da 15.28, nao se anularia 
para R —? oo, o que, portanto, inviabilizaria o calculo da integral pelo uso dos re- 
siduos. Partindo de (15.111), embora nada alterasse no eixo real, a integral sobre o 
C R da figura 15.27 dava zero para R —> co. O mesmo acontece partindo de (15.115) 
relativamente a figura 15.28. 


15.5.3 Terceiro exemplo 

r l7Z d6 

h= -—, para 0 < a. < 1. (15.116) 

Jo 1 + a sen 0 

A resolugao desta integral e um pouco diferente do que vimos ate aqui. Vamos 
transforma-la diretamente para uma integra^ao no piano complexo (nao havera 
nenhum percurso em que tende a zero). Para facilitar, seja um drculo no piano 
complexo de raio unitario e centro na origem (veja, por favor, a figura 15.29). Para 
os pontos deste clrculo, que sao z = e‘ lJ , temos 


dz = i e l ° d6 = iz dO 


Da mesma forma. 


d0 = 


dz 

iz 
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send — 



z — l/z _ z 2 — 1 
~2i " 2 iz 



Figura 15.29. Percurso de integracdo para (15.116). 


Temos, entao, que a integral (15.116) e equivalente a 

h= 2 <f - T - (15.117) 

Jc &z A +2 iz — ec 

e o problema se transformer! no calculo de resfduos para os polos do integrando 
no interior de C. Reescrevamos (15.117) como 


j = 2 f dz 

3 Oi Jc (z-z 1 )(z-z 2 ) 
em que z-j e Z 2 sao raizes do denominador de (15.117), 


«(' ^ *9- 

22 = — — f 1 + V1 — a 2 ) • 

Sendo 0 < a < 1, observamos que apenas z\ esta no interior da curva C. Assim, 
so z-| eum polo. Portanto, usando diretamente (15.96), 

? I dz 

a Jc (z-z 1 )(z-z 2 ) 


2 1 

— 'Ini — Res- 

* ( 2 - 20 ( 2 - 22 ) 

7 2 1 

— 2m -= 


■ 2-1 


CLZ\~ Z 2 
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2n 

\/l — a 2 


Voltando a expressao inicial. 


f 2 * dd 
o 1 4- ot sen 6 


2 n 

Vi — 


para 0 < a < 1 


(15.118) 


15.5.4 Quarto exemplo 


h = 



e 2 sen 2 <p dtp 
(1 — ecos <p) 2 ' 


e < 1. 


(15.119) 


Esta integral aparece na extensao do modelo de Bohr para o atomo de hidroge- 
nio ao se considerar orbitas elipticas. Vamos seguir procedimento semelhante ao 
do exemplo anterior. O percurso de integracao e parecido com o da figura 15.29, 
so que o raio passa a ser e e o angulo, em lugar de 6, e <p. A passagem para o 
piano complexo, mais especificamente para os pontos do percurso de integracao, 
e apoiada nas seguintes relacoes: 


z - 

dz = ei e l $ d<p = iz dtp 
+ e~ l( P 


dz 

iz 


cos (p ~ 


serup — 


z e 
—I— 

€ Z 


z z + e 2 
2 ez 


,i<p 


-up 


-e 2 


2 i 


2 iez 


Substituindo essas quantidades em (15.119), a integral 14 passa a ser 

_ I i(z 2 — e 2 ) 2 dz 
4 = Jc z{z 2 — 2 z + e 2 ) 2 ' 

Reescrevendo o denominador de forma mais conveniente, a fim de identificar os 
polos, temos 


em que 


h 


f i(z 2 — e 2 ) 2 dz 

/cz(z-zi) 2 (z-z 2 ) 2 ' 


z\ — \ — V1 — e 2 , 
z 2 = 1 + \/ l — e 2 . 
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O ponto 2 — ^2 esta fora do percurso C. Portanto, os polos do integrando sao z = 0 
e 2 = z\. Assim, a solu^ao da integral I 4 e 


Z 4 = 2m Res 


i(z 2 — e 2 ) 


2\2 


z(z-z 1 ) 2 (z-z 2 ) 2 


Res 


i(z 2 - e 


2\2 


z-o z(z- Zl ) 2 (z- 2 2 ) 2 ) z=Zl 


Pelo que ja vimos, o residuo no ponto 2 = 0 pode ser obtido sem nenhuma dificul- 
dade. 


Res 


K? 


2\2 




2(2-2i) 2 (2-2 2 ) 2 


ie~- 


2-0 


7 2 7 2 


ie- 


(l - vT - i 2 ) (l + y'l - 


— 1 . 


Ja o calculo do residuo no ponto z = z\ da um pouco mais de trabalho algebrico 
porque o polo e de segunda ordem. Assim, pelo procedimento do item (ii), ex- 
pressao (15.98), temos (apenas o resultado - fica como exerclcio fazer as passagens 
algdbricas). 


Res 


i(z 2 - e 2 ) 2 


z(z-z 1 ) 2 (z-z 2 )' 


Z=Z] 


Finalmente, a solugao da integral e 


d i(z 2 — e 2 ) 2 
dz z(z — Z 2) 2 


—i 


(15.120) 


f 2n fc ' 2 sen 2 <pd(p _ /. i \ 

Jo (1-ecos <p) 2 m V y l - e 2 ) 

^(yrb- 1 )- (15 - 121) 


15.5.5 Quinto exemplo 

r f 00 dx 

15 = / • (15.122) 

Jo 1 + x j 

Aqui, como vemos, o integrando e funcao impar e, consequentemente, os limb 
tes nao podem ser estendidos ate — 00 . Neste caso, e conveniente considerar um 
percurso do tipo mostrado na figura 15.30, em que o angulo 0 sera conveniente- 
mente fixado. Tomando a integral da fungao complexa correspondente, temos 


dz 


fc 1 F z 3 


f R dx f dz f dz 

0 1 + x 3 Jc R 1 + z 3 + Jr 1 4- z 3 ’ 


(15.123) 
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Figura 15.30. Percurso relacionado a integral (15.122). 


A segunda integral do la do direito tende a zero quanto R —s* co. Portanto, nao 
vamos considera-la. Seja a ultima/ 

f dz _ eW dr 
Jr 1 + z 3 Jr 1 + r 3 e 3l & 

Vemos que para e 3ld = 1, teremos uma integral igual a que estamos querendo 
calcular. Tomando, entao, O ~ e levando o resultado para ( 15 . 123 ), vem 



Para obter os polos da primeira integral predsamos saber os pontos que anulam o 
seu denominador. 


Zi = 

e i7t/3 = 

1 . 
2 + t 

\/3 

2 

<— n 

— 0, 

22 = 

e in - 

-1 


n 

= 1, 

23 = 

e i57z/3 _ 

1 . 
2 _ 1 

VS 

2 

<— n 

- 2 . 


,3 _ _i _ e i(2n+\)n 


Vemos que apenas Z\ e polo (Z 2 e Z 3 estao fora da regiao limitada por C). Portanto, 
de (15.124), 
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dx 

o 1 H- x 3 


7 -- 7 - 2 ni Res 7 -—-—-- 

( 3 - iV3j {z-z 1 )(z~z 2 ){z-z 3 ) 

4m 1 

(3-iV3) (zi~ z 2 )(zi ~z 3 ) 

4m 2 1 

(3 - wf) (3 + iV3) 

2tt 
3 \/3 ' 


(15.125) 


15.5.6 Sexto exemplo 

/ ■+■00 gix 

— dx . (15.126) 

-co X 

Esta integral apresenta um problema, pois o integrando diverge na origem (ja 
veremos como contornar isto). Outro problema, na verdade decorrente deste, e 
que o polo da funqao complexa tambem fica na origem. Consideremos, entao, um 
percurso fechado C como o mostrado na figura 15.31 (em que a origem e evitada). 
Assim, para este percurso, 


/ — 
Jc z 


dz — 0, 


(15.127) 


pois nao ha polos no interior de C. Escrevamos suas diversas etapas. 


f-r e ix e iz f K fix f IZ 

/ — dx+ — dz+ — dx + [ — dz = 0. 

■' —R X Jc, Z J r X Jc R Z 



Figura 15.31. Percurso relacionado d integral (15.127). 
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Para R — > oo, a ultima integral tende a zero. Para r — > 0, as integrais ao longo do 
eixo x correspondem ao que se chama valor principal da integral (em que o ponto 
de descontinuidade e evitado). Assim, podemos escrever 

f I oo Jx <■ Jz 

P — dx + hm —dz = 0, (15.128) 

J- CO x T^OJCr z 

com a letra P significando valor principal. Resta-nos calcular a integral ao longo 
de C r para r —> 0. Para tal, fazemos 


Entao, 


2 = re !<1> =p dz~ ire l(f> dtp = iz dtp 

dz . j 
=> ~ = i dtp. 


lim / — dz 

r —>-0 JCj z 


ilim f Q e «Vos<p+isen#) 
r^QJn 



— — m. 


Substituindo este resultado em (15.128), obtemos 


P 



e’.x 

— dx = ni. 
x 


O que leva a 


(15.129) 


(15.130) 


f+oo cosx 

P / —— dx - 0, 

f +co senx , 

/ — dx ^ n 

O primeiro resultado ja era esperado porque o integrando e uma funcao impar (o 
ponto de descontinuidade nao exerce nenhum efeito). Na segunda integral nao 
foi necessario escrever a nota^ao do valor principal porque o integrando e bem 
definido em todos os seus pontos. 

No percurso de integragao da figura 15.31, o ponto de descontinuidade foi evi¬ 
tado pela sua exclusao do percurso C. Isto foi apenas uma opcao. Poderiamos 
mante-lo, e o resultado nao deve depender da escolha. Consideremos, entao, o 
mesmo raciocmio, mas para o percurso da figura 15.32. Agora, como ha um polo 
no interior de C, temos, em lugar de (15.127), 


(15.131) 

(15.132) 
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f { 

f — dz — 2m Res — = 2ni, (15.133) 

fC 2 2 12=0 

e no lugar de (15.128), 

/ I CO gix r giz 

— dx + lim / — dz = 2 m . (15.134) 

co X r-i-OJCr z 

A integral ao longo do novo percurso C r fornece 

lim / ~dz = i lim f 271 eHcos^iscn^) d<p = ■ (15.135) 

r-ri>JCr z 

Combinando (15.134) e (15.135) obteremos a mesma relagao (15.130) (nao poderia 
ser diferente). 


y 



Figura 15.32. Outro percurso relacionado a integral (15.12/). 


15.5.7 Setimo exemplo 

Nesta subseeao veremos como somar certas series (convergentes) atraves da inte¬ 
grate por reslduos. Comecemos com 


OO 

S = E Zi ■ (15.136) 

n=l 1 

Partiremos da integral (o porque da escolba ficara claro logo a seguir) 

_ f dz 

1 7 = f - 4 --, (15.137) 

JC Z tg TtZ 

e com o uso do percurso de integralso dado pela figura 15.33. 

Os polos estao emz = 0,z = ±1,2 = ±2,z = ±3 etc. Sao infinitos (subentende- 
se que o raio do circulo tendera a infinito). Assim, 
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Figura 15.33. Percurso relacimado a integral (15.137). 


dz 


c z 4 tg 7ZZ 


= 2m [Res(O) + Res(±l) + Res(±2) + •••)]- 


(15.138) 


Excetuando o ponto z = 0, os denials polos sao diretamente calculados com o uso 
da rela^ao (15.99), em que g(z) = 1/z 4 e h( z) = tg nz => h'(z) = nsec 2 nz, 


Res(±l) — ^, 
KeM : 2 ) 

Res(±3) = -7 —, 


Levando esses resultados em (15.138) e 
zero quando o raio vai para o iniinito, vem 


considerando que a integral tende a 


2 CO 

0 = Res(O) + — Y 

77 ti 



Nesta etapa, fica perfeitamente clara a escolha da integral inicial para o calculo da 
soma (15.136). Esta faltando apenas a determinagao do residue em z = 0. Para tal, 
ou podemos usar a relacao (15.98) ou procurar pelo coeficiente a_i da expansao 
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em serie de Laurent. Tanto faz. O trabalho algebrico e praticamente o mesmo. Fica 
como exercicio fazer isto. O resultado e 

Res(°) = -^. 

Substituindo-o na relagao anterior, finalmente encontramos 

1 7I 4 




n=l 


n 4 90 


De forma similar, fica como exercicio mostrar que, por meio da integral 

dz 


= 


c z 1 - tg TZZ 


obtem-se 


1 _ 7 ? 

h « 2 " ^ • 


(15.139) 


(15.140) 


(15.141) 


Partindo desta soma, pode-se diretamente mostrar que ela e o dobro de 1 — | + 
\ ~ Te + 23 — ‘ "' * sto 


E(-9 

n =1 

Resultado que tambem e obtido de 


m l 1 _ 
n 2 12 


(15.142) 


h = £ 


dz 


fc z sen 7zz 

Tudo isto fica como exercicio.® 

Para finalizar, mostremos que o uso do somatorio (15.139) permite obter 


(15.143) 


r°° x 3 dx 

Jo e x - 1 


X 3 dx 7T 4 

15 


(15.144) 


Esta integral aparece no calculo da densidade de energia do corpo negro para todas 
as frequeincias de radiac;ao. 

Desenvolvendo convenientemente o integrando, vem 


/, ; .'CO,,-,,.-,,-, .v 

n —1 




= > e~ nx x 3 . 


(3) S6 relembrando, esses somatorios tambem sao obtidos atraves da serie de Fourier (veja, por favor, 
a seigao 103 e o exercicio 10.9. 
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Na segunda passagem foi usada a soma da serie geometrical 41 Substituindo o 
resultado acima na expressao da integral, obtemos 


x 3 dx 
e x - 1 



x 3 dx 



x 3 dx 


CO -I ,'CO 

T - / r’dU 

h « K 



-3 x 2 e~ nx dx 


6E 

n=l 


1 

n A 


7T 4 

15 ' 


Na segunda passagem foi possivel permutar a integral com um somatorio de in¬ 
finites termos porque nao ha problemas de convergence. Na ultima, usamos 
(15.139). 


15.6 Complemento da fundamentagao teorica 

Nesta segao, faremos algumas das demonstragoes que ficaram faltando. Comega- 
remos com a condigao suficiente para uma funcao de variaveis complexas possuir 
derivada nmn ponto, 

15.6.1 Condigao suficiente para uma fungao possuir derivada 

Vimos, na subsegao 15.2.3, que a definigao da derivada de uma fungao de varia¬ 
veis complexas /(z) independe do caminho pelo qual Az tende a zero. A condigao 
necessaria levou as equagoes de Cauchy-Riemann, (15.48). So relembrando, isto 
foi conseguido atraves dos dois percursos particulares, mostrados na figura 15.5. 
Conforme mencionamos naquela oportunidade, apesar da escolha particular, o re¬ 
sultado encontrado e geral. Veremos isto, agora, na demonstragao da condigao 

■ 41 Na subsegao 15.6.4 faremos sua demonstragao. 
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suficiente. Teremos apenas de impor que, aieirt de u e v satisfazerem as equagoes 
de Cauchy-Riemann, suas derivadas sejam contlnuas (fato este que esta de acordo 
com u e v satisfazendo a equa^ao de Laplace). Na demonstra^ao da condigao ne- 
cessaria nao usamos este ultimo argumento, dai a particularidade da demonstra¬ 
te. 

Como as derivadas parciais primeiras de u e v existem e sao contlnuas, temos 


Portanto, 


. du , du , 

du = — ax + — dy, 
dx dy 

, dv , dv , 

dv = — dx -h — dy. 
dx dy * 


df — du + i dv 


dz 


du , du , .dv , .dv _ 

— dx zr- dy -\- 1 — dx + 1 — dy 

dx dy dx dy 

du , , . , . .di? . , . , . 

— (dx + idy)+t—(dx + idy) 

du . dv 
dx 1 dx ' 


Na terceira passagem, for am usadas as equates de Cauchy-Riemarm {que por 
hipotese sao aplicadas). Tambem poderiamos ter obtido que 


df _ dv .du 
dz dy dy ' 


15.6.2 Demonstra^ao do teorema de Cauchy 

Relembrando, o teorema de Cauchy estabelece que uma fungao analitica, numa 
regiao de conexao simples, possui, para qualquer percurso fechado (nessa regiao), 

y* f(z) dz = 0. 

A demonstrate sera apoiada na equivalencia das simetrias SO(2) e U(l),bastante 
mencionada no inicio do capltulo. Como 



(u + iv ) (dx + i dy) 
j> (u dx — v dy) -f i <j> (v dx + u dy). 
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Convenientemente, tomamos F = ui - vf e G — vl + uj. Assim, podemos escrever 
^ f(z) dz = I^F ■ dr + i <j>^G ■ dr, 

em que dr = dxi + dyf e o vetor relacionado ao elemento de linha do percurso C. 
Usando o teorema de Stokes, introduzido no Capitulo 2, vem 


Como 


j f(z)dz= I rot F-dS -\ -i I rot G ■ dS. 
Jc ' Js Js 


dS ~ dxdyk, 

fdfv dF x 

rotF = [w - 37 

rot G — 

v dx dij 


e usando as componentes de F e G, encontramos 


k. 



Sendo / (z), por hipotese, analitica, temos que possui derivada em todos os pon- 
tos da regiao considerada. Consequentemente, valem as equates de Cauchy- 
Riemann para todos esses pontos. 


j c f{z)dz = 0. 


15.6.3 Teorema de Morera 

E o inverso do teorema de Cauchy. Se f{z) e continua nurna certa regiao e que 
§C f( z ) dz = 0 para qualquer percurso fechado C (dessa regiao), entao f(z) e ana- 
litica. 

Por tudo que ja fizemos, parece bem natural o que € estabelecido no teorema 
de Morera. Nao haveria nenhuma grande lacuna se deixassemos de demonstra-lo. 
Entretanto, ao optarmos em separar os detalhes da fundamentacao teorica, nao ha 
o risco de sobrecarregar a exposigao fazendo sua demonstrapao. 

Como ja vimos, quando uma integral ao longo de qualquer curva fechada e 
nula, significa que o valor da integral entre dois pontos independe da trajeto- 
ria. Entao, se a e z sao dois pontos arbitrarios da regiao considerada, a integral 
I a / (C) depende apenas da escolha dos pontos a e z, mas nao da linha que os 
une. Chamemos 


[372] 



15. Fungdes de varidveis complexas 


m = 

Ja 

Assim, 


=iso h{ir" md(+ o^) 

1 rZ+Az 

= lim — / /(£)</?; 

Az-i-0 Az Jz 

= ^ohC &z lw ±f ^ 


O ultimo termo da expressao acima e nulo. De fate. 


lim 

Az->0 


1 

Az 


z+Az 


!/©-/«] rf? 


< lim —M4x|/(f)-/(z)]Az 
Az >0 AZ 

= lim Max [/(£) - f(z)\ 

Az—?0 

= 0 . 


A ultima passagem e devida a condigao de f(z) ser continua. Levando este resul- 
tado na expressao anterior, vem 


dF(z) 

dz 


= /( 2 )- 


Sendo z qualquer ponto da regiao considerada, temos que a derivada de F (z) existe 
para todos eles. Portanto, F(z) e analitica. Pelo que vimos no item (iv) da segao 
15.4, em que uma fungao analitica possui infinitas derivadas e todas sao tambem 
fungoes analiticas, temos que, sendo /(z) — F'(z),/(z) e analitica. 


15.6.4 Expansao em serie de Taylor 

Como uma fungao analitica possui derivadas de todas as ordens, vimos no final 
da segao 15.4 que ela deve ter expansao em serie de Taylor no entomo de qualquer 
um de seus pontos de analiticidade. 
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f(z) = £ 


/ (n) («) 


n 0 


n\ 


{z-a) n . 


Ficou faltando fazer a demonstragao e tratar da convergence. Faremos isto agora. 
Seja o percurso C da figura 15.24, dentro de uma regiao em que a funcao f (z) e 
analitica. Para qualquer ponto z no interior deste percurso, temos, de acordo com 
a formula integral de Cauchy, 


,1S - 145) 

Estamos querendo saber da expansao de /(z) em serie de Taylor no entorno de um 
ponto a, que e o centro de C. Convenientemente, escrevemos 


1 11 1 

£ - z C z±a l ~ a i_ z ~ a 


(15.146) 


Abramos um parentese para relembrar a soma dos termos de uma progressao 
geometrica, muito usada no cur so secundario. 


S = 1 + t + f 2 + t 3 4-+ t ”, 

(1 -t)S = (l-f)(l + f + f 2 + f 3 -f •••-*"), 

(l-t)S = l-t n+1 , 

1 1” 13 
1-f 1-f' 

1 „ *M+1 

••• ! , ' , : 

que vale para qualquer valor de t . Vamos usa-la para t = (z — a)/(£ — a) na ex¬ 
pressao (15.146) e, depois, voltar a expressao inicial da formula integral de Cauchy, 


m = 




2m Jc l 


— a 


IF 


z — a 




- + 


z — a 



1 


z — a 


= J_ I /(£)<*£ / f{QdC Q z-a ) 2 r f(Qd £ 

2ni Jc £ — a 2ni Jc (£ — a) 2 2m Jc (£ — a) 3 
(: z-a)” f f(Qd£ (z-a)”+' f f(Qd£ 

2m Jc (£ — a) n+1 2m Jc (£ - a) n+1 (£ — z) ' 


(15.147) 


Lembrando que [veja, por favor, a expressao (15.89)] 
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1 r m)dt ^ /W( fl ) 

2 ni Jc (£ - «! 

podemos escrever 


/(z) = f{a) + /'(«) (z - a) 4- (z - fl) 2 + • • • + 

+ f ' ^ ll, (z-a) n + R n {z), (15.148) 

sendo 


K„(z) = 


( 2 -a)"" 1 /- f(Q<% 

2ni Jc (£ ~ (£ — z) * 


(15.149) 


Para concluir, mostremos que R„(z) tende a zero, mdependentemente de z, 
quando n tende a infinito. Esse tipo de convergencia, que independe de z, e co~ 
nhecido na literatura como convergencia uniforme. Chamando (veja, por favor, a 
figura 15.34) 


M = valor maximo de |/(£) | em C, 
C — pen metro do percurso, 

r= |£-«|/ 

P = 

temos 


/ /(£)# 
/c(£-«)» +1 (£-z) 

^-*1 1 1/(01 Kl 

- 2/r )c |£ —fl| n—1 j^ —z| 

p n+ 1 M 27 rr _ p” +1 M 
_ 27rr ra+1 s r n s 

Podemos ver na figura que s > r — p (independentemente de z). Assim, 


i Rr 


\ z ~ a\ 


n -1 


2tt 


I B+l 


|K«| < 


Mp nAA 

(r-p)r n 


Mr /p\” +1 
r — p \r ) 


Como p/r < 1, temos que R n (z) —> 0 para n —>■ oo, mdependentemente de z, pois, 
para o percurso considerado, p/r < 1 para qualquer z. 
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Figura 15.34. Percurso relative a expansdo era serie de Taylor. 


15.6.5 Expansao em serie de Laurent 

A serie de Laurent nos foi apresentada na se^ao 15.4. Uma fungao analltica f(z) 
numa regiao anular, como a mostrada na figura 15.25, possui expansao em serie 
de Laurent no entorno do ponto z — a (onde a fungao nao e necessariamente ana- 
litica), dada por 


m= E “n(z-a)\ 
n=— co 

cujos coeficientes a n sao 


= j_f maz 

2ni fc (£ -z) n+1 ' 

sendo C qualquer contorno fechado da regiao anular que contenha o ponto z = a. 
Conforme ja foi mencionado, nao podemos dizer que a n = f^{a)/n\, como na 
serie de Taylor, porque a fungao nao e necessariamente analltica no ponto z = a. 

Para fazer a demon stracao, partiremos de uma relagao similar a (15.145), usada 
no caso da serie de Taylor. Devido as especificidades da serie de Laurent, tomemos 
um percurso fechado C 3 , contendo um ponto qualquer da regiao anular (veja, por 
favor, a figura 15.35). 

Como sabemos, f(z) e analltica para os pontos da regiao anular. Consequente- 
mente, a fungao /(£)/(£ — z) e analltica para os pontos tambem da regiao anular, 
mas fora de C 3 . Assim, para esta regiao e para esta fungao, podemos usar a relagao 
(15.84), 


1 mm+i m*k 

JCi l~Z Jc 2 C-z Jc 3 £-z 
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Figura 15.35. Dispositive para a demonstragao da serie de Laurent. 


No interior da curva C 3 , f (£) e analftica. Portanto, a ultima integral, pela formula 
integral de Cauchy, pode ser escrita como 

/ ?/ii j (*:). 

J C3 t, ~ 

Juntando essas duas relacoes, temos 


/( 2 ) = 


— 1 im. 

2 ni Jci F,—z 


J_ / /(CM 
27ti Jc 2 C - z 


(15.150) 


E dal que saira a expansao em serie de Laurent. O desenvolvimento da primeira 
integral e feito exatamente como no caso da serie de Taylor, a partir de (15.145), 
inclusive no tocante a convergencia. O resultado e [veja, por favor, (15.147)] 


/(CM 

Q C - 2 


CO 


E( z ~ a 

n =0 


y. I m K 

JCt (£- «)” +1 


CO 


E( z_g 

n=0 




/(CM 




(15.151) 


em que ja fizemos o somatorio tender a infinito e tomamos litn M _^oo Rn = 0. Na 
segunda passagem, C e um percurso na regiao anular contendo o ponto Z, = a. A 
substitui^ao da integral em Q para C e devido ao uso da rela^ao (15.84), porque 
na regiao anular /(C)/ (C — «)” +1 e fungao analltica. 

Para a outra integral, tendo em conta que o ponto z esta fora de Cj, em lugar 
do desenvolvimento (15.146), tomamos 
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7 - =-=-=-. (15.152) 

£ —z z — £±a z—a ^ j — a 

2 — a 

Este cuidado e necessario por questoes de convergencia da serie (veja, por favor, 
o desenvolvimento no final da subsegao anterior, bem como o dispositive da fi- 
gura 15.34). Usando a serie geometrica para o ultimo fator de (15.152), temos (os 
detalhes ficam como exerefeio) 


i fjm 

fc 2 £-z 




n =-1 Jctt-ay' 


(15.153) 


A mudanca da integragao no percurso C 2 para C esta apoiada na mesma explicacao 
do caso anterior. Na ultima passagem, modificamos convenientemente o somato- 
rio a fim de que (15.151) e (15.153) possam ser agrupadas numa unica expressao 
quando substitmdas em (15.150). Fazendo isto, finalmente vem 


1 I co 

1711 n—-co 
+00 

= L an(z-a) n , 

«=—00 


C. (£ - fl) n+1 


cujos coefidentes sao 

„ = j_ / miK 

n 2ni Jc (£ ~ z )” +1 ' 
que sao as expressoes que definem a serie de Laurent. 


15.7 Folhas de Riemann 

A fim de mostrar a importancia e necessidade do assunto que iremos abordar, 
comecemos com um exemplo. Seja a fungao 

f(z) = In 2 . (15.154) 

Fazendo a substituigao de z por sua forma polar, z — re l8 , vem 
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In z = In r -t- i6. (15.155) 

Observamos que In z, devido a sua parte complexa, e uma funcao plurivoca pois 
partindo de zq e voltando a ele, apos um percurso 271, temos que In z possuira valor 
diferente. 

Tambem, olhando de outra forma, vemos que lnz sofre uma descontinuidade 
ao longo do raio que passa por zq (veja, por favor, a figura 15.36). Isto e, lnz 
e uma funcao analitica para todos os pontos do piano z, exceto para os pontos 
do raio considerado (notar, tambem, que escolhemos um ponto zq apenas como 
referenda - a orientagao deste raio e totalmente arbitraria - geralmente toma-se ou 
o semieixo x positive ou negativo). Esta linha e chamada de linha de raxnificacao 
ou corte (o significado desses nomes vira logo a seguir). O ponto que marca o seu 
inicio chama-se pontos de ramificagao. No caso particular de lnz, este pontos e 
z = 0. 



Figura 15.36. Linha de descontinuidade da fungdo lnz passando por zq. 


Existe um procedimento engenhoso de lidar com este problema, introduzido 
por Riemann, que e o seguinte. Imaginemos que seja feito um corte no piano com- 
plexo z ao longo do raio, como mostra a figura 15.37. A partir do corte, a superficie 
pode se estender e formar uma outra. Se a fungao voltar ao seu valor inicial apos 
um percurso completo nessa nova superficie (o que nao e o caso de lnz - mas 
e o de \fz conforme veremos a seguir), o processo para por ai, como mostra es- 
quematicamente a figura 15.38. Se isto nao acontecer, ele se estende tantas vezes 
quantas forem necessarias, mesmo infinitas (caso de In z). A figura 15.39 mostra 
um exemplo com tres voltas/ 5 * E bom ressaltar que todas as superficies devem 
confer o mesmo ponto de ramificagao (no caso de lnz, z ~ 0). O conjunto de todas 
as superficies e chamado folhas de Riemann. 

A esta altura, pode-se compreender o significado do nome corte (abertura de uma superfide por 
onde comecarao outras superficies) ou linha de ramificagao (linha por onde elas se ramificam). 
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Figura 15.37. Carte na linha de nao analiticidade da fungao. 


Essas figuras sao apenas formas esquematicas de ilustrar o problema. Ate duas, 
fimcionam bem. No exemplo com trcs, ha dificuldades de visualizagao na ligagao 
da ultima com a primeira. Na verdade, nao ha necessidade dessa visao figurativa, 
nem de relacionamento com superficies reais. Podemos ter uma visao mais abran- 
gente, apenas imaginando algo como na figura 15.40. A linha de ramificagao (ou 
corte) e a origem de todas as superficies. E ai, tambem, que a ultima retorna (sem 
a preocupagao de como isto possa estar relacionado com superficies materials). 



Figura 15.38. Superficie com duas folhas de Riemann. 


Com este dispositivo, a continuidade da fungao e restabelecida, pois cvita-se a 
descontinuidade sobre a linha de ramificagao. Fica, apenas, o ponto de nao anali¬ 
ticidade z = 0. Em outras pa lavras, substituimos uma fungao plurivoca, definida 
num piano complexo, por uma univoca, definida em varias folhas de Riemann 
(infinitas, no caso de lnz). 

Para ilustrar um pouco mais, tomemos o exemplo 

f{z) - yC (15.156) 

Aqui, tambem, tern os um problema semelhante, pois 

\fz = y/re ld/2 . (15.157) 

Partindo de um certo ponto zq do piano complexo z e voltando a ele, apos um 
percurso de 2 tt, temos que \fz nao retorna ao seu valor inicial. Entretanto, dife- 
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rentemente do caso anterior, a continuidade e restabelecida apos mais uma volta, 
Entao, neste caso, bastam duas folhas de Riemann, como as da figura 15.38. O 
ponto de ramificagao continua sendo z = 0. A linha de ramificagao, ou corte, pode 
ser qualquer raio (embora, como foi mencionado, geralmente se tomem os semiei- 
xos ou x positivo ou negativo). E facil concluir que para z l/n precisariamos de n 
folhas de Riemann. 

Para finalizar, consideremos, 

/( z) = \J{z — a)(z—b). (15.158) 

Os pontos z = a e z = b sao pontos de ramificagao. A linha de ramificagao pode 
ser tanto a que ime a e b, como as que partem de a (ou b) e vao para o infinito. 
Essas duas situagoes estao mostradas na figura 15.41, em que podemos imaginar 
as duas folhas de Riemann surgindo (e chegando) similarmente ao que falamos 
sobre a figura 15.40. 



15.7.1 Exemplo de integral com linha de ramificagao 

Vejamos a resolugao de uma integral, cujo integrando no piano complexo possui 
linha de ramificagao. Seja, entao. 
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a b 


a b 

Figura 15.41. Possweis cortes para f(z ) = \J(z — a)(z — b). 


I = 


r xV ~ l — 

Jo x 2 -I- 1 


0 < p < 2. 


(15.159) 


A maneira de trata-la e a mesma de qualquer outra com o integrando do tipo 
xP^Rix), em que R(x) e uma fun^ao sem linha de ramificagao (no setor com- 
plexo). Antes de continuar, facamos uma pequena observaigao. Para o intervalo 
dos valores de p (0 < p < 2), vemos que p = 1 levara ao caso do primeiro exem- 
plo de integrates por residue [relagao (15.100)], que nao possui linha de rami- 
fica^ao no piano complexo. Nao ha necessidade, portanto, de nenhum cuidado 
especial. O caso com p = 1 devera aparecer naturalmente no processo que vamos 
desenvolver. 

Como de praxe, partimos da integral 


f z p 1 dz 
tc z 2 + 1 


(15.160) 


ao longo de urn percurso fechado C conveniente. So que, agora, temos de levar em 
considerate o problem a de descontinuidade ao longo da linha de ramificacao. 
Consideremos que ela seja o semieixo x positivo, por onde passarao tantas folhas 
de Riemann quantas forem necessarias. No percurso, evitaremos o corte. Assim, 
basta tomar apenas uma das folhas. Nada impede que seja a primeira. Teremos, 
tambem, de evitar a origem (ponto de ramificacao). Um percurso conveniente esta 
na figura 15.42. 

Alem do polo 2 — 0, que foi e vita do pelo percurso escolhido, ha mais dois em 
z = =ti. Portanto, a solugao da integral (15.60) e 


r 1: dz 

f ——— = 2m [Res(-K) + Res(-i)] 

./C 2 t + l 


. 'C (-o^ 1 


= —HI 


2 i -2 i 
i ^e inp/2 + e i3np/2 


(15.161) 


Fazendo agora a integracao ao longo dos diversos trechos do percurso, temos 


/ z p 1 dz _ f K x p 1 dx f z p 1 dz f r x p ~ } e 2m(p-l) r z p-l d z 

tc z 2 + 1 J r x 2 +l 1 Jc R z 2 -\-l ' Jr x 2 e 4ni + 1 * Jc r z 2 + 1 
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Figura 15.42. Percurso da integral (1.5.160). 

As Integra is em Cr e C r anulam-se para R —> co e r —> 0, respectivamente. Com- 
provemos isto. Para no percurso Cr, 


f zP-Uz 

lim / —s-— 

RH'CO Jc r Z l -[' 1 


lim 


lim i 

R—ico 


s: 

*i: 




R 2 e 2l(l + 

■2tz RP e ip8d\ 

R 2 e 2i0 + 



= 0. 


De forma semelhante, para C r , 


lim 

r-» 0 


f ZP 

’Cr 2 2 


dz 


+ 1 


lim i 

r—>0 


. f 

J2n 


rPef&dO 

W +1 


- 0. 


Substituindo esses resultados na expressao inicial, e considerando os limites R 
co e r —> 0, temos 


/cSf-o-^r 5 


00 xP _1 dx 


+ 1 


(15.162) 


Combinando (15.161) e (15.162), e fazendo algumas passagens algebricas, final- 
mente encontramos 


x p 1 dx n 

—--— — cossec 

x 2 -PI 2 




para 


0 < p < 2. 


(15.163) 
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Como podemos observar, o caso particular p = 1 esta perfeitamente de acordo 
com o que vimos na subsegao 15.6.1. 


15.8 Exercicios 


1. Obtenha as expressoes (15.22) e (15.23). 

2. Considerando Xq = 0 e i'o = 0/ obtenha a solugao x(t) do oscilador harmdnico 
forgado para 

(a) F(0=Jbe“", 

(b) F(f) = Fq e~ xt cos f5t. 

3. Partindo da conhecida formula de Moivre, mostre que 

(a) sen 40 = 4 cos 3 0 sen 0—4 cos 0 sen 3 9, 

(b) cos 40 = cos 4 0 — 6 cos 2 0 sen 2 0 -1- sen 4 0. 

4. Mostre que i 1 e um numero real e vale e~ n/2 . Mostre, tambem, que \fi = e !rc/1 . 

5. Considere a quantidade c + is, em que c e s correspondem as series 


c = ^ cos 6 -{- cos 20 + ^ cos 39 - 

1 1 1 

s = - sen 0 -r sen20 + —^ sen 30 
3 3 L 3 6 


Agrupando convenientemente os termos, calcule o valor de cad a uma das so- 
mas. 

6. Mostre que se escrevermos z = re ld , as equagoes de Cauchy-Riemann passam 
a ser 


du _ 1 dv dv 1 du 

dr r d6 & dr r d8 

7. Prove que se f(z) e g(z) sao fungoes analiticas, entao /(z) + g(z), f(z)g(z), 
f[g(z) 1 e f(z) /g(z) tambem sao fungoes analiticas (no ultimo caso sao exclui- 
dos os pontos em que g(z) = 0). 
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8. Seja V = u(x,y)i + v{x,y)j um vetor bidimensional. Mostre que as equates 
de Cauchy-Riemann acarretam dizer que rot V = 0 e div V — 0. 

Este problema pode ser visto como uma manifestagao da equivalence das si- 
metrias SO(2) e ii(l). Neste sentido, o teorema de Cauchy-Goursat nada mais 
seria do que o resultado da aplicagao do teorema de Stokes. 

9. Obtenha a expressao (15.68). 

10. Idem para (15.76). 

11. Idem para (15.80). 

12. Calcular U(x, y) para os pontos do primeiro, segundo e terceiro quadrantes do 
dispositive mostrado na figura 15.43. 


u 2 


Figura 15.43. Exerticio 15.12. 


13. Ache U(x,y) para os pontos entre os cilindros da figura 15.44. Dados: 


Circulol: |zj = l, 

CIrculo 2: \z — 1| = - . 

14. Vimos que se uma fungao e analitica numa certa regiao, todas as suas derivadas 
tambem o sao na mesma regiao. Este resultado nao possui contrapartida no 
caso de variaveis reais. Por exemplo, seja a fungao f(x) = x\x\. Mostre que 
fix) — 2\x\. Observe que f'(x) nao possui derivada em x = 0. 

15. Usando o teorema de Cauchy, ou a sua formula integral, calcule as integrais 
abaixo, considerando que a curva fechada C seja um clrculo |z| —2. 

cos z dz 


sen z dz 

z 
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e z dz 


C z - 1 

" 2z 2 + 3z - 1 
c 2 — 1 + i 
zdz 

c z 2 — 9 ’ 

" sen 2 dz 


(c) 

JC 2 — l 

(d) l 2zl ~~ 32 7 1 dz. 

(e) 

(0 

(g) 

(b) 

7C 2 

16. Idem para os contornos abaixo especificados. 
e z dz 


c: z* 
e 2 dz 
c (2 -l) 2 ' 
’ sen zdz 


(a) 


(b) 


dz 


Jc z 2 + 2 ' 

17. Mostre que 

z 4 + 2z + 1 


C: quadrado com lados x — ±2 e y — ±2 . 
C: clrculo \z — i\ = 1 . 


Jc (z - a ) 4 

IB. Idem para 

coshzdz 27ril + (—!)” 


dz = 8 nia, C: contorno contendo o ponto a. 


C z 


n+1 


n! 


C: contorno contendo a origem. 
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19. Mostre que se f(z) e analitica na regiao limitada por urn contorno C e x e f> sao 
dois pontos distintos dentro de C, entao 


mdz _ /(*) m 

' n 


2m fc (z - x) (z - /$) a - 

Deste resultado, dedixza o teorema de Liouville, que estabelece o seguinte: Se 
f(z) e uma fungao inteira (analftica em todo o piano complexo) e |/(z)| e limi¬ 
tada para todos os valores de z, entao f(z) e constante. 

20. Mostre as seguintes expansoes (serie de Taylor) em torno de z = 0 


co 7 2n+l 

*2 n 


, para jz| < co . 


(b) cosz = para|z|<co. 

n- 0 K -r 


CC 2 2?I41 

(c) senhz = £ ^TTl! ' para ^ ' 

co z 2n 

(d) coshz para \z\ 

n -0 V- n ) m 

(e) 


< co . 


1 


1 + Z 

21. Mostre que 
1 


El- 1 )” 2 "' Para|z|<l. 


n =0 


(a) 

(b) 

(c) 
(A) 

(e) 

(f) 


-H)(z+l) n , para |z + l| < 1 . 


n—Q 


1 


1 00 / 

7 E (-1)> + 1) 

^ n 0 \ 


, (z-2\ n 


2 

,2 , „3 


, para \z — 2| < 2 . 


1 + 2z 11, . 

~2 + - — 1 + z — z + 2"4- ... , para 0 < |z| < 1 . 


z 2 

+ z a 

er 

1 

? 

+ 


1 

z 2 

(1 - 2) 


1 


"i + 2! + 3! + 4! + '-' P ara 0 < |z| < oo . 

CO 

— A 1 - 1 , paraO < |z| < 1 . 


«—o 


„2/i _ ^ = - L 2 " 3 / P ara l 2 l > 1 • 
* 'd 0 


22. Partindo da igualdade (15.115) e usando o per cur so da figura 15.28, obtenha a 
integral 1%, expressao (15.109), cujo resultado devera ser o mesmo de (15.114). 
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23. Obtenha o residue dado pela expressao (15.120). 

24. Usando o metodo de residuos, mostre as seguintes integrals. 
30 dx n \/l 


(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 
( 8 ) 

(h) 

(i) 

(j) 

(k) 


h 1 + x 4 


r°° x 2 dx 

71 

0 (fl 2 + X 2 ) 3 

16a 3 ' 

r l7Z sen 2 0 d6 

2tt / 

o a + b cos 0 

v 

/' 2?r d0 



2/r 


(1 + acostf) 2 (1 — a 2 ) 3 / 2 / 
x 2 dx 71 


0 < a < 1. 


o 1 4- x 6 6 

r+oo x sen ax , n _ a n 

/ - j-dx — — e sen a. a > 0. 

-« 4 + x 4 2 


r0 ° cos xdx 


71 


Jo (1 + x 2 ) 2 2e 
/■ _0 ° dx _ tt (In — 2)! 


-» ( 1 + i 2 )» 2 2 "- 2 [(„- l )!] 2 ' 

n = 0,1,2,... 


n = 0,1,2,... 


/ 2?T qr*n 2n BdB — 2?r ( 2w ) ! 

io ^ (2”n!) 2 ' 

f 100 x 4 dx 


'—co (x 2 + l) 2 (x 2 +4) 

,+oc 


57T 

18' 


= 71. 


f-ca sen z x 


(1) 

p 

y-+CO 

e lx dx 

1 

i 

/-CO 

7T 2 — 4X 2 

' 2 ' 

(m) 

P 

r+co 

e 1 * dx 

_ HE (i 

/ —CO 

x(x 2 + a 2 ) 

a 2 ' 

(n) 

P 

-|-oo 

e lx dx 

2i 

/ —CO 

x(n 2 — x 2 ) 

71 

(o) 

P 

f j oo 

In xdx 

nlnb 

L 

b 2 + X 2 

2b ' 


25. Mostre que o residuo em 2 = 0 do integrando de (15.137) e — pi 3 /45. 

26. Mostre que 


CO 


E 


7T 


6 ' 
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27. Partindo do resultado do exercfdo anterior, mostre que 


E(-i) 


n +1 


h 1 


71 *- 
12 ' 


o que tambem pode ser obtido a partir da integral 


dz 

z 2 sen 7ZZ ' 

Verifique isto tambem. 

28. Obtenha a relagao (15.153) e mostre que o resto da soma tende a zero. 

29. Mostre que 



foo x p -1 

! x ^ = 7rcossec { K V ) / P ara 0 < p < 1. 

30. Calcule a integral de \/z de A ate B ao longo da trajetoria circular C, como 
mostra a figura 15.45, tendo o corte na posicao 0 = a. Depois, calcule a integral 
da mesma funcao mas ao longo da trajetoria AEDB. Explique a concordancia, 
ou nao, dos resultados encontrados. 



Figura 15.45. Exerdcio 15.30. 
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16 

Equates diferenciais e fungoes especiais 


O objetivo na resolugao de uma equagao diferencial e o mesmo de qualquer equa¬ 
gao, apenas a variavel se encontra sob a agao de operadores diferenciais. 

Como tem sido a praxe do nosso procedimento, vamos partir da situagao mais 
simples possfvel. Reportemo-nos, entao, ao curso de Fisica I, quando nos depa¬ 
ramos, pode ser que pela primeira vez, com uma equagao diferencial. Entretanto, 
nao e esta a conotagao que normalmente e dada. A questao costuma se transfe- 
rir diretamente para a resolucao de integrals. A essencia do conceito de equagao 
diferencial e perdida, so retomado alguns periodos seguintes, muitas vezes sem 
conexao com sua antiga origem. Voltemos aos tempos de Fisica I. 


16.1 Equates diferenciais em Fisica I 

Tomemos um exemplo bem simples. Consideremos um corpo de massa m moven- 
do-se numa dimensao (eixo x), sob a agao de uma forca constante F. Pela segunda 
lei de Newton, temos 


ma - F, (16.1) 

que nos leva a equagao diferencial (nao ha necessidade de manter a notagao veto- 
rial explicita, pois o movimento e numa dimensao). 


d 2 x 

dfi 


F 


m 


(16.2) 


Como mentioned geralmente nao se da enfa.se a este procedimento. Primeiro, 
passa-se pela velocidade, cuja expressao v(t) e obtida atraves de uma integral. De- 
pois, com mais outra integral, chega-se a expressao de x(t). Nao vamos proceder 
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assim. Concentremo-nos na equagao diferencial (16.2). Embora muito simples, ela 
norteara toda a parte inicial deste capltulo. 

Em prindpio, nao existem formulas para resolver equagoes diferenciais, como 
ha, por exemplo, para uma equagao do segundo grau (que, alias, nao tern, a minima 
necessidade). Observando a equagao (16.2), e facil escrever sua solucao, 

x(t ) = -^—l 2 + c 2 t + c\. (16.3) 

2m 

Deste simples resultado, podemos extrair varias importantes conclusoes, e de co~ 
mo se processa o dialogo com a natureza atraves da solucao de equagoes diferen- 
ciais. 

(i) A relagao acima e a solucao matematica da equagao. A solucao do problema 
fisico dev era levar em conta as chamadas condigoes de contorno, que contem 
as caracteristicas do problema. For exemplo, podemos dizer que em t = 0, o 
corpo se encontra em x = xq e possui velocidade v = vq. Entao, na solugao 
(16.3), identificamos que c x = x 0 e c 2 = u 0 . Assim, a solugao do problema 
fisico, para essas condigoes de contorno, e 

x{t ) = Jj- f 2 + v 0 t + x 0 (16.4) 

2m 

E claro que poderiamos substituir F/m por a (aceleragao) e ter a conhecida 
expressao para o intitulado movimento unidimensional com aceleragao cons- 
tante. Nao muda nada fazer ou nao esta substituigao. Deixemos como esta. Se 
quisermos a velocidade em cada instante, basta derivar a expressao acima, 

v(t ) = —t + v o (16.5) 

m 

(it) Como observamos, a solugao (16.3) possui tres termos. No caso, cada um de¬ 
les e solugao. Notemos que as solugoes c 2 t e c\ estao diretamente relacionadas 
ao fato de haver uma derivada de segunda ordem. Se fosse de terceira, e do 
mesmo tipo de (16.2), haveria tres termos, c^t 2 , c 2 t e c\. Numa equagao dife¬ 
rencial de ordem n havera n constantes. 

(Hi) Essas solugoes independem do termo F/m. Elas costumam ser classificadas 
como solugao homogenea, porque decorrem apenas do operador diferencial 
da equagao (no caso, d 2 x/dt 2 ). A solugao Ft 2 /2m, que esta diretamente relaci- 
onada a parte nao homogenea de (16.2), e chamada solugao particular. Como 
disse, isto e apenas uma classificagao, que voltara a ser usada noutras oportu- 
nidades. 

Vamos, agora, um pouco alem, talvez Fisica II, ou o inicio do primeiro curso de 
Mecanica Classica. 
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16.2 Um pouco depois da Fisica I 


Continuemos com o movimento sobre o eixo x, so que, agora, consideraremos a 
forga atuante sobre o corpo como sendo -kxi (que pode ser realizada por meio de 
uma mola). A segunda lei de Newton nos da 


ma = —kxi 


d 2 x 

dP 



(16.6) 


Notamos, pelo tipo de forga, que a equagao so exibe a parte homogenea (o 
operador diferencial que atua sobre x e d 2 /dt 2 + kfm. Este e o conhecido problema 
do oscilador harmonico (o porque do nome ficara claro logo a seguir). Tambem 
poderiamos resolve-la atraves de integrals/ 1! mas vamos continuar com a equa^ao 
diferencial. Observando-a, vemos que a solu^ao x deve possuir uma forma tal 
que derivando-a duas vezes o resultado tern de voltar axe com o sinal trocado 
(ajustando um certo fator para haver o cancelamento). As fun^oes seno e cosseno 
possuem exatamente essa caracterfstica. Assim, podemos concluir que a forma 
geral da solu^ao de (16.6) (que s6 contem o setor homogeneo) e 


k k 

x(t) = ci sen —t + c 2 cos \ — t. (16.7) 

V m V m 

Com duas constantes*- 21 que sao, como vimos, caracterfsticas da solu^ao de uma 
equa^ao diferencial de segunda ordem. O fator \'k/m e que vai gerar o k/m da 
equa^ao (16.6) para haver o cancelamento. Diretamente verificamos que, de fato, 
cada termo de x(f), dado por (16.7), e solugao da equagao (16.6). Aqui vemos a 
razao do nome oscilador haraionico, pois a solucao corresponde a um movimento 
oscilatorio dado em termos de seno e cosseno (funcoes harmonicas). 

Para a solucao do problema fisico, tomemos, por exemplo, as seguintes con- 
dicoes de contomo: f = 0, x = A e v = 0 (que significa o corpo em repouso 
partindo da posicao A). Substituindo essas condi^oes na forma geral da solucao 
(16.7), encontramos que c 2 = A e c\ — 0. Entao, a solugao do problema, para essas 
condi^oes de contorno, e 


Algumas observacjoes: 


x(t) 


A cos 



(16.8) 


i: Caso o leitor tenha duvidas, veja, por exemplo, meu livro "Calculo - Para entender e usar", setjao 
VI.8. 

<2 ^Nos varios exempios que vamos apresentar, normalmente repetiremos as mcsmas letras para as 
constanles. Flea claro, entretanto, que pode nao haver correlacao entre um caso e outro [como nao ha 
entre (16.3) e (16.7)]. 
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( i ) A solugao geral (16.7) poderia ser apresentada de outra forma, atraves da re- 
definigao das constantes C\ e c 2 , 

C\ = A cos a, 

C 2 = A sen a. 

Fazendo a substituigao em (16.7), vein 


x{t) 


A cos a sen \j —t + A sen a cos 
V m 




(16.9) 


Com isto, a solugao (16.8) tambem poderia ter sido escrita 


x(t) — A sen 



(16.10) 


(it) No argumento utilizado para resolver a equagao diferencial (16.6), procura- 
mos por fundoes que derivadas duas vezes voltassem a elas mesmas, mas com 
o sinal trocado. Usamos seno e cosseno. Poderiamos ter usado fungoes expo- 
nenciais (so temos de ajustar convenientemente o expoente para que o sinal 
mude apos duas derivagoes). Vemos que tanto e ix/k/m! como satisfa- 

zem (16.6). Portanto, 


x{t) = ci + c 2 e ~ h/Ulitt (16.11) 

tambem e uma forma (equivalente) da solugao geral. Novamente, nao custa 
nada repetir, c\ e c 2 sao constantes genericas (no caso, complexas), sem neces- 
sidade de relacionamento com as que estavamos usando com essas mesmas 
letras. Fica como exercicio desenvolver a expressao acima, atraves da formula 
de Moivre, e chegar a mesma expressao (16.9), apos redefinigao conveniente 
de c\ e c 2 . 

Ha mais duas situagdes que sao extensoes diretas deste problema e que consi- 
dero bem ilustrativas de serem tratadas. 

16.2.1 Oscilador harmonico amortecido 

Este e o caso de atuar sobre o corpo, alem de —kxi, uma forga de atrito viscoso do 
tipo — bv (b = constante). Embora o nome dado no tftulo se refira a oscilagao, pode 
acontecer de o amortecimento ser de tal magnitude que nao haja oscilagao alguma. 


[ 394 ] 



16. Equagoes diferenciais e fungdes especiais 


A solucao da equagao mostrar-nos-a esta possibilidade. O uso da segunda lei de 
Newton fornece 

- , „ d 2 x b dx k , 

ma - -bv -kxi => -\ -— + — x = 0. (16.12) 

dt z m at m 

Agora, o segundo termo dificultaria uma possivel solugao passando por Integra is. 
Como nao estamos preocupados com isto, continuemos olhando-a s6 como equa¬ 
gao diferencial (que ainda e homogenea). Este termo tambem impede o uso direto 
de fungoes seno e cosseno como solugao. Entretanto, vemos que uma fungao do 
tipo e Xt , em que A 6 um parametro a ser ajustado, pode ser solugao. Substituamos, 
entao, a funcao e Xt em (16.12). O resultado e 

A + C+A) ,.*< () . 

\ m m} 

como vemos, e xt sera solugao se 

A 2 -t-A -f-=0, (16.13) 

m m 

que fornece os possiveis valores de A, 

a = _A ± / b2 k 
2m ' V 4m 2 m ' 

A solucao geral da equagao (16.12) e, entao/ 3 ) 

x{t) = e~ ht/2m (c\ e^7im 2 -k/mt + C2 e -JF/4m*-k/ml'j (16.14) 

Temos, agora, algumas situagoes de movimento que vao depender dos valores 
relatives entre b,kem. Falemos um pouco sobre elas. 

(0 No caso de b 2 /4m 2 < k/m, vemos que os expoentes dos dois termos entre 
parenteses sao imaginarios. Consequentemente, havera osdlagao (mas amor- 
tecida, devido ao fator inicial e~ bt/2m ). Isto e mais claramente visto, reescre- 
vendo a solugao, no caso de expoentes imaginarios, como (exercicio 16.2) 

*(f) = Ae- bl/2m sen A - + a). (16.15) 

As duas constantes sao A e a, sendo A o valor maximo que x pode ter. A deter- 
mxnagao de a vai depender da condigao de contomo que fixara, por exemplo, 

— Poden'amos ter usado esse mesmo procedimento no caso da equagao {16.6), o que daria 

(\ 2 \ — 1^—0 => A = ±i\j 

\ m) V m 

levando a mesma equagao (16.11). 
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onde o corpo esta quando t = 0. Quaisquer que sejam essas condicoes, vemos 
que havera oscilagao, devido a presents do fator 

sen ( \jk/m — b 2 /4m 2 l + , 

e amortecimento, em virtude de e~ b ‘ /2m . 

(ii) No caso de b 2 /4m 2 > k/m, os expoentes nao sao mais imaginarios. Assim, 
nao havera oscilagao. Os dois term os entre parenteses, juntamente com o fa- 
tor inicial, decairao exponencialmente, independentemente dos valores que as 
constantes C\ e Cj venham a ter (apos fixadas pelas condicoes de contorno). 

(Hi) Um caso interessante ocorre quando k = b 2 /4m. A solugao (16.14) transfor- 
ma-se em 


x(t)=c 3 e- ht/2m . 


(16.16) 


em que c 3 = C\ 4- c 3 - 

Parece estranho a presenga de so uma constante. E e estranho mesmo. Ha a ne- 
cessidade de duas (sao duas condigoes de contorno para serem fixadas). Este 
(pequeno) impasse e resolvido se voltarmos a equagao diferencial. Quando 
k — b 2 /Am, as duas raizes de (16.13) sao iguais, fornecendo apenas uma solu¬ 
gao, que e dada por (16.16). Falta mais uma. Neste caso, verifica-se que a outra 
solugao e f e~ bt/2m (exerclcio 16.3) e a solugao geral passa a sed 4) 

x(t) = (c 3 + c 4 t)e- bt/2m . (16.17) 

16.2.2 Oscilador harmonico forgado 

Este e o caso em que ha, ainda, mais uma forca do tipo 

F = F(j sen(o?f t) i. (16.18) 

Estou chamando de cop a frequencia angular da forga para nao conftmdi r com ou¬ 
tra s frequences naturais do movi mento, mais esp ecificamente, coq = \fkfm, que 
aparece na solugao (16.9), e to = y/k/m — b 2 /Am 2 , que esta em (16.15), numa das 
solugoes do oscilador amortecido. 

A segunda lei de Newton agora fomece 

^ 4l De maneira geral, quando e M for substituido numa equagao de ordem n, do mesmo tipo acima, e 
ievar a ocorrencia de m raises iguais, digamos A = 7 , as m solugoes correspondentes serao e r ‘, te 7t , 
t 2 eA 1 ,. f m_] e>‘. 
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ma = - bv — kxi + F 0 sen (copt) i 


d 2 x b dx 
dt 2 ^m dt 



— senicvct ). 
m 


(16.19) 


Ha dois detalhes importantes a serem observados. Primeiro, a equagao diferen- 
cial acima e a mesma do circuito eletrico visto no capitulo anterior, correspondente 
a figura 15.2 (a consequencia e que circuitos eletricos podem simular problemas 
mecanicos e vice-versa). O segundo e que, embora contendo mais termos, ela e 
de mesma natureza da que foi introduzida no im'cio do capltulo, relagao (16.2), ou 
seja, ha uma parte homogenea, relacionada ao operador da equacao, no caso. 


— u_ A 

dt 2 m dt m' 

e mais um termo [no lado direito de (16.19)], que sera o responsavel pela solugao 
particular. 

Pela natureza deste termo, vemos que a forma da solugao particular e 


Xp(t) = B sen (a> r f + f\, (16.20) 

em que ft e uma defasagem (com o mesmo significado daquela vista no capitulo 
anterior para a corrente) eBea amplitude correspondente a esta parte da solugao. 
Essas duas grandezas sao obtidas pela imposicao natural de que x p satisfaga a 
equagao diferencial do problema. Assim, substituindo (16.20) em (16.19), fica como 
exercicio mostrar que 


F 0 /m 


P = ar ctg 


\J (cop — k/mY -\-aipb 2 /m 2 
bcoy ! m \ 


col -• k/m 


(16.21) 

(16.22) 


Como ja tinhamos comentado ao estudar o circuito RLC, alimentado por uma 
tensao altemada, vemos que os termos da solugao homogenea decaem exponen- 
cialmente com o tempo, sobrando apenas aquele devido a parte nao homogenea, 
dado por (16.20). Observamos, tambem, que existe uma frequencia wy que faz com 
que a amplitude da oscilagao seja maxima [ tomando mi'nimo o denommador de 
(16.21) ]. E apenas questao de pequeno trabalho algebrico mostrar que esse valor 
de (Of e (exercicio 16.5) 


co F - 



b 2 


E o valor maximo da amplitude vale 


m 2 m 2 ’ 


(16.23) 
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B * = 0 . (16.24) 

max bVk/m - P/lnV 

Para uma analise mais completa deste problema, veja, por favor, meu livro de 
Mecanica, Capitulo 5. 


16.3 Situando conceitualmente o que vimos 

O que vimos sao exemplos de equates diferenciais lineares. Restringimo-nos a 
alguns problemas fisicos, cujo objetivo era achar a solugao x(t) em que ocorriam 
derivadas de segunda ordem no tempo. Matematicamente, uma equagao diferen- 
cial linear de ordem n, para a fungao y{x) (que faz o papel da incognita), possui a 
seguinte forma geral: 

+ - +qi{x)^Q + qo{x)yW=g(x}- < 16 - 25) 

Nos casos particulares que consideramos, so havia dois coeficientes, e eram cons- 
tantes. Fato este que facilitou solugoes do tipo e At . Aqui, se os coeficientes fossem 
constantes, tambem ten'amos e Ax como solugao da parte homogenea, levando a 
uma equagao de ordem n para A. Caso houvesse raizes iguais, outras solugoes 
seriam x e Ax , x 2 e kx etc., como falamos apos a obtengao de (16.16). 

Para casos com coeficientes nao constantes, o procedimento de substituir y por 
e Kx nao funciona. O tratamento a ser dado requer analise caso a caso. E sobre isto 
que nos ocuparemos nas segoes seguintes, em que as chamadas fungoes especi- 
ais, algumas ja apresentadas como conjtmtos completes para vetores no espago de 
Hilbert, vistas genericamente nos Capftuios 10 e 11, terao papel de destaque. 

Concluindo esta parte conceitual, expliquemos o porque do nome linear para 
dassificar a equagao diferencial (16.25). Primeiramente, notemos que ela pode ser 
escrita na forma com pacta. 


Ty(x ) = g(x), (16.26) 

em que Teo opera dor diferencial atuando sobre y, 

r = + + ■' ■ +*(*)£■ (1627) 
Ele e linear porque 

T [ay\(x) + by 2 (x )] = aTy^x) + bTy 2 (x ), (16.28) 

sendo a e b parametros constantes. 
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16.4 Oscilador harmonico quantico 

Ja fomos apresentado a este assunto na segao 10.7, quando comparamos as quanti- 
zagoes pela equacao de Schrodinger e pela algebra dos operadores. Naquela opor- 
tunidade, apenas falamos na solugao da equacao de Schrodinger, mas nao chega- 
mos a resolve-la. Faremos isto agora. 

Normalmente, este assunto so costuma ser tratado apos o estudo dos polino- 
mios de Hermite e da equacao diferencial correspondente (que e linear e de se- 
gunda ordem mas com coeficientes nao constantes). Com esta inversao, ou seja, 
partindo diretamente da equacao de Schrodinger, raciocinaremos apenas com o 
(pouco) conteudo das secoes anteriores. Apesar do trabalho algebrico, acho que 
ganharemos na compreensao do significado de resolver uma equagao diferencial 
(nao tao simples como as que vimos ate agora) e da sua adaptagao as condigoes de 
contorno (que serao tambem mais interessantes). 

Antes de partir para a solugao da equagao, deixe-me fazer um comentario. Na 
discussao do oscilador harmonico classico, feita na segao 16.2, falamos da sua re~ 
alizagao por meio de uma massa ligada a uma mola. Na verdade, e essa a visao 
inicial que nos e apresentada e a que fica cm nossas mentes, por muito tempo, 
quando estudantes. Ainda nos cursos de Ffsica Basica, temos oportunidade de 
ver que o pendulo simples, para pequenas amplitudes, e um oscilador harmonico. 
Nessa epoca, como nao e muito fluente nosso dialogo com a Natureza por meio da 
Matematica, acaba que a visao da massa presa a uma mola e mesmo a que fica. 

O ponto importante, relacionado principalmente ao setor quantico, refere-se 
ao fato de a energia potencial do oscilador harmonico se constituir na primeira 
aproximagao da energia potencial de diversos outros sistemas, mesmo ate que nao 
saibamos exatamente qua! a sua expressao. Isto e facil de ser visto. Tomemos a 
expansao em serie de Taylor de uma energia potencial V(x) no entorno de um 
ponto x — a, 


V{x ) = V(a) + V'(a)(x -fl) + \v”{a){x - a) 2 f • - • (16.29) 

A condigao e que o potencial V(x) passe por um mlnimo em x = a (o que leva a 
eliminagao do segundo ter mo da expansao). Deslocando-se, entao, a origem para 
a posigao em que V(a) — 0 (o que sempre pode ser feito), temos que a primeira 
contribuigao nao nula de Vix) e 

V(x) - \v”{a){x -- a) 2 + • • • , (16.30) 

que e a energia potencial do oscilador harmonico no entorno de x = a. A quan- 
tidade V"(a)/m, que e positiva (pois V{x) € mmirno em x — a), e o quadrado da 
frequencia angular de oscilagao. Chamo a atengao de que chegamos a essa con- 
clusao sem conhecer a forma explfcita da fungao V(x). Este resultado e a razao de 
muitas figuras representando a interagao entre os atomos de uma molecula serem 
feitas por meio de molas. 
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Agora, sim, comecemos a tratar da solucao da equagao. Voltemos a se^ao 10.7, 
ate o ponto em que aparecera a equa^ao diferencial (que nao foi resolvida). Seja, 
entao, uma particula de massa m, movendo-se ao longo do eixo x, sujeita a ener- 
gia potential \mw 2 x 2 (deixaremos desta forma pois sabemos que ela pode vir de 
varias situates). A equacao de Schrodinger para este sistema e 

l mco 2 x 2. = 0.6.3!) 

2m dx 2 2 r r 

De acordo com o que vimos no capitulo 10, a primeira condi^ao de contorno que 
a fungao tp deve satisfazer e ser um vetor do espago de Hilbert. So assim, podera 
descrever corretamente o estado da particula. Neste sentido, e importante verificar 
a solucao assintotica. Nao pode haver divergences, caso contrario perder-se-ia o 
carater probabilistico advindo de t pip*. Para facilitar esta analise, e comum intro- 
duzir a variavel a dimension al 


S=ylW x - ° 632) 

A equagao (16.31) toma, entao, a forma bem mais simples, 

+ SH 2 )*=°- <i6 - 33) 

Vemos que possui a seguinte solucao assintotica, 

—>• ±oo) = e~^ 2 , (16.34) 

que e, portanto, compativel com o espaco de Hilbert. Assim, a solucao de (16.33) 
deve ser do tipo 


d 2 \p 

W 


i|j(£) = e (16.35) 

em que a fungao v(£) deve ser finita (pelos mesmos motives acima expostos). Subs- 
tituindo (16.35) em (16.33), obtemos 


d 2 v 

W 




E esta a equacao que iremos resolver, 
momentaneamente 2E/hoj — 1 por A, 


(J|-l)u = °. (16.36) 

Para simplificar a notagao, substituamos 


g- 2 ? | + A P =°. (16.37) 

Ao contrario das equa^oes que ja resolvemos, nao e claro se ter ideia do tipo de fun- 
^ao que possa ser solugao. O que vamos fazer e supor que a fun^ao i>(£), mesmo 
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serrt saber qual seja, tenha expansao em serie (este e parte de um processo conhe- 
cido como metodo de Frobenius - na secao 16.8 daremos mais detalhes). Seja, 
entao,^ 


»(?) = E < 16 - 38 > 

k =0 

O proximo passo e fazer a substituigao na equagao diferencial (16.37). Para tal, 
precisaremos das derivadas primeira e segunda de v em relag ao a £, 


k—Q 
co 

E k ( k -Q a kC k ~ 2 - 

fc=0 

No calculo das relagoes acima, utilizamos que a derivada da soma e a soma das 
derivadas. Tratando-se de somas infinitas, isto dependeria da convergence da 
serie, o que ainda nao sabemos. Pela sequencia adotada, tudo vira a tona quando 
tivermos a forma explicita da solugao. Continuemos, entao. A substituigao de 
(16.38) em (16.37) levara aos seguintes termos, ajustados convenientemente para 
que todos fiquem com a mesma potencia 


dv 

d 2 v 

d? 


d 2 n 00 00 

1^2 = YL (* + 2 )(* + 1)%i2^ A = E(S: + 2)(A:+ 

a '° it---2 jfc=o 

2?g= 2 £>*«*■ 

k =0 

co 

Av = A E «*£* • 
k- 0 

Na primeira igualdade, os doisprimeiros termos do somatorio, k = — 2ek = — 1, 
sao nulos. Assim, efetivamente, e como se partisse de it = 0, como foi feito na 
igualdade seguinte. 

A substituigao desses termos em (16.37) fornece 

CO 

E [(* + -)( k + 2 — 2k#k + Mt] — 0/ 

k—Q 

Embora a ideia seja intcressantc, as vezes nao fundona pclo fa to de a solugao ser, por exemplo, 
do tipo f(x)/x, sendo f(x) uma fungao convergente. Num caso como este, a expansao (16.38) nao se 
aplicaria porque ha um termo com expoente negativo. Para o v(£) da equagao que estamos resol ven do 
nao havera tal problema (caso houvesse, a propria Malemdtica nos diria). Como disse, na segao 16.8 
conceituarcmos melhor tudo isto, ilustrando com varios exemplos. 


[ 401 ] 



Metodos Matemdticos para Fisicos - Volume II 


que e um polinomio identicamente nulo. Deveremos ter, entao, para cada k, 


2k — A 

(k + 2 ){k + l)#k+2 ~ 2 ka^ + \a% = 0 => %+2 = (fc + 2)(Jc + l) flfe ’ ^.39) 

Esta expressao nos da duas sequencias, uma partindo de qq e outra de fl). Para a 
primeira, temos 


k 

= 0 

=> 

ai — 

— q-^0/ 





4-A 

k 

= 2 

=> 

a 4 = 

4x3 fl2 





8 -A 

k 

- 4 

=> 

«6 = 

6 x 5° 4 


etc. 

A que parte de a\ e 

2-A 

k = \ =4 a 3 = —/ 

, ^ 6-A 

* = 3 ^ fl5= 571 fl3: 

etc. 


A(4 - A) 


4! 


« 0 / 


A{4 — A) (8 — A) 
6 ! 


« 0 / 


(2 — A) (6 — A) 

-m' 


Substituamos (16.40) e (16.41) em (16.38), 


(16.40) 


(16.41) 


v(§) = a Q 


A 3.2 A(4 — A) 4 A(4 — A) (8 — A) 6 


1 - 2 ^” 


4! 


-r- 


6 ! 


r--- 


fl i 




2 — A 3 , (2 — A) (6 — A) 5 


3! 


5! 




= «o»o(£)+«idi(£)- 


(16.42) 


Observamos que o resultado tem a forma esperada da solugao geral de uma equa- 
gao de segunda ordem. Como argumentamos no inicio, tanto vo(C) como (A) 
devem ser convergentes. Passemos a tratar dessa questao. RelembTemos um dos 
criterios de convergencia, vistos nos cursos de Calculo. Seja uma serie do tipo 

CO 

s = YL Un - 

n =0 

Ela sera convergente se 
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lim ^ < 1 

n-Hx> \u n \ 

e divergente se o limite for maior que 1. Se houver a igualdade, teremos de arrumar 
outro criterio (que geralmente e feito pela comparagao com series corthecidas). No 
caso tanto de b 0 (£) como de v\{£,), esta razao e dada por [veja, por favor, a rela^ao 
( 16 . 39 ) 1 , 


2k —A £*+ 2 £ 2 

t™ (k + 2)(k + H > = 2 t™ t ' 

Como vemos, ha nitidamente convergence para qualquer g finito. Entretanto, 
para g ^ oo pode haver divergencia. De fato, ha e vemos isto mats claramente 
tendo em conta que limbec g 2 A esta associado a lim^co | | /1| para os ter- 

mos da expansao de Ou seja, para grandes valores de k o comportamento da 
serie e como se fosse o de e ?. Assim, observando (16.35), temos que i p(£) diver- 
giria para £ ->• oo. A condi^ao de coritorno de a solugao ser um vetor do espago 
de Hilbert seria perdida. Sem resolver esta questao, tudo que fizemos fica sem o 
menor sentido. 

Ha um meio de se evitar este problema atraves da quantidade A (que esta rela- 
cionada a energia da particula). Se fizermos A = 2 n, sendo n um numero inteiro 
positivo, observamos na relagao (16.39) que a partir de a n + 2 , inclusive, todos os co~ 
eficientes serao nulos. Com isto, em lugar de series infinitas, teremos polinomios 
finitos e, portanto, resolvido o problema da divergencia. Como consequencia, te¬ 
mos que a energia do oscilador harmonico e quantizada! 

— -1 = 2 n => E=(n + l)hcv. (16.43) 

hco \ 2 J 

Este e um resultado importante e sua origem merece ser enfatizada. A quantizagao 
da energia do oscilador harmomico emergiu da necessidade de se ajustar a solucao 
a condigao de contorno de ser um vetor do espago de Hilbert. 

A equa^ao diferencial (16.37) passa a ser 


d 2 v 

w 


+ 2nv = 0 / 
dg 


n = 0,1,2 ,..., 


(16.44) 


que 6 eonhecida como equacao de Hermite. Sua solugao sao os polinomios de 
mesmo nome. Aqueles para n par virao de nrj(g), e P ara n impar, de i’i(b). Vou 
listar abaixo alguns deles. Fica como exercldo obte-los. E comum apresenta-los de 
tal maneira que o coeficiente do termo de maior expoente seja 2 n , 


(6 -’Como a soiucao de uma equacao diferencial vem acompanhada de constante multiplicativa, temos 
a liberdade de adotar qualquer convenqao. Seria bom que houvesse uma padronizagao, mas ha algurna 
diversidade na literatura. Nas seqoes 10 e 11 voltaremos a falar sobre isto. 
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H 0 = l, 

H 2 = 4£ 1 2 -2, 
h 3 = 8E 3 - 12£, 

H 4 = 16^-48^ + 12, 

etc. (16.45) 


Por enquanto, apenas mencionemos que os polinomios de Hermite fazem parte 
de uma familia de polinomios ortogonais, que sao os de Chebychev, Gegenbauer, 
Hermite, Laguerre, Legendre e Jacobi (ordem alfabetica). Cada um deles forma 
uma base para o espago de Hilbert, e podem ser estudados em conjunto atraves 
do chamado sistema de Sturm-Liouville . Trataremos disto na segao 16.10, onde a 
questao da ortogonalidade tambem sera explicada. Adiantemos, apenas, que no 
caso dos polinomios de Hermite, ela e dada por 


f+°° t2 

/ = 0 , 

J —CO 


para n ^ m, 


em que e~V e uma fungao peso (depende do tipo de polinomio). 

Finalmente, considerando as relagdes (16.32) e (16.35), temos que os estados do 
osdlador harmonicos sao dados pelasfungoes(comodisse,nas secoes 16.lOe 16.11 
trataremos da normalizagao) 



^—mo>x 2 /2h 


H n 


hnto 

VT 



(16.46) 


Fa gam os algumas comparacoes sobre o que a Matematica nos diz com respeito 
aos casos cldssico e quantico. 


1) No tratamento classico, feito na secao 16.2, vimos que a particula de massa m 
oscilava entre x = —A e x — +A por meio da relagao 


x(t) = A sen(o?t + a .), 

sendo cl um parametro a ser fixado pelas condigoes de contorno. Sua energia e 


£ = 


1 

2 


mco 2 A 2 . 


2) Quanticamente, obtivemos que a energia depende de um numero inteiro. 


E = 



n = 0,1,2 ,... 
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Nao ha sentido, aqui, fatar em amplitude. A Matematica nao a mostra em lugar 
algum. O que o resultado acima nos diz e que o oscilador quantico so pode 
ter determinados valores de energia, espagados por um multiplo inteiro de kw, 
enquanto a do classico pode adquirir qualquer valor, relacionado a amplitude 
do movimento. Sendo inclusive nula, se A for nulo. A energia do oscilador 
quantico nunca e zero. 

3) A quantidade 


Mn - tyn ~ 2 «h! v / 7T 6 S 


representa a densidade de probabilidade de a particula ser encontrada numa 
certa posigao g = y/mco/hx. Como vemos, nao ha li mites em onde possa estar, 
so que a probabilidade diminui exponencialmente a medida que nos afastamos 
da origem. 

4) Sabemos que nao se pode falar, de forma deterministica, sobre a posigao da 
particula quantica em cada instante. Mas, por outro lado, podemos falar em 
probabilidades da particula classica. Isto permitira comparar um pouco melhor 
os casos classico e quantico. Se pensarmos numa maquina fotografica tirando 
fotos, em intervalos regulares, do movimento de uma particula classica, obte- 
remos mais pontos nas regioes onde sua velocidade for menor. Serao essas as 
regioes de maior probabilidade. Temos, entao, que os limites das amplitudes 
sao os pontos de probabilidade maxima. 

Tomemos alguns exemplos em relacao a particula quantica. Para o menor valor 
da energia, n = 0, temos 


= 



A probabilidade maxima e na origem. A unica situagao classica de a probabi¬ 
lidade maxima ser na origem e quando nao ha oscilagao e ela esta parada em 
x = 0 (tambem e caso de menor energia). Quanticamente, existe a probabili¬ 
dade de a particula ser encontrada fora da origem, mas diminuindo de forma 
exponencial. Para n = 1, 




V'TT 


,-e 2 


Agora, por meio de cdlculo simples de maximos e minimos, vemos que ha 
dois valores onde ^ e maximo, dados por Z, — ±1 (que corresponde a x — 
±\/h/mco). 

Poderiamos ser tentados a interpretar esse resultado como o equivalente a am¬ 
plitude quantica. Nao faria muito sentido, pois a particula possui probabilidade 
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de ser encontrada depois da "amplitude". Tudo bem, mesmo nao sendo tao 
inflexlvei, ha mais um detalhe interessante. Para n = l, a probabilidade de a 
particula quantica ser encontrada na origem e nula. Assim, so considerando 
este estado, ela nao teria como se movimentar entre dois extremos (mesmo que 
efetivos) sem passar pel a origem! 

Conforme a energia vai aumentando, os pontos de probabilidade maxima tarn- 
bem vao se afastando da origem. Para o caso seguinte, n — 2, os pontos de 
maior probabilidade sao £ = ±\/5/2, sempre simetricos em relacao a origem. 
Com esses resultados, e natural esperar que a posi^ao media da particula seja 
zero. De fa to, podemos ver isto diretamente, 

/ +CO 

i p*xtf n dx = 0, 

-CO 

pois tp^xipn e funcao impar (ip n e real e, consequentemente, e par). 


16.5 Equagao de Laplace - l a parte 


Na solugao da equacao de Schrodinger para o oscilador harmonico quantico, fo- 
mos apresentados aos polinomios de Hermite, importante membro da familia de 
polinomios ortogonais. Pela forma como os polinomios de Hermite surgiram, le- 
vando a quantizaqao da energia, pode parecer que polinomios ortogonais estejam 
relacionados apenas a problemas de natureza quantica. Nao estao. Mostraremos 
nesta segao, num exemplo de Eletrostatica, que seremos conduzidos aos polino¬ 
mios de Legendre, outro importante membro dessa familia. 

Consideremos lima regiao do espaco onde exista um campo eletrico uni forme 
£o = E{)k. Coloquemos al uma esfera condutora descarregada de raio a. Devido ao 
campo eletrico, ela ira se polarizar, fazendo com que, na sua vizinhanga, o campo 
nao seja mais uni forme, algo como esta mostrado na figura 16.1. Nosso objetivo 
sera obter o campo eletrico para um ponto P qualquer da regiao que circunda a 
esfera. 

Antes de prosseguir, fa^amos um comentario. Este problema nao poderia ser 
resolvido com o uso de (4.36) ou (4.37), abaixo transcritas (em caso de duvidas, 
reveja por favor a secao 4.3), pois nao conhecemos toda a densidade de cargas 
(parte na superficie da esfera e parte responsavel pelo campo E 0 ). 


dU{f) = 


1 p{r')dV' 


dE(r) = 


4tz€q \r — F| 

1 


Ltico \r — r'\ 3 

Partiremos das equates de Maxwell, referentes a Eletrostatica (trabalharemos 
com as unidades do sistema internacional). 
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div E = (16.47) 

eo 

rot E = 0. (16.48) 





Como vim os na segao 4.3, a relagao (16.48) permite escrever 

E = - grad U. (16.49) 

Substituindo (16.49) em (16.47), obtemos a equagao de Poisson, 

V 2 U(16.50) 

€ o 

Na regiao que circimda a esfera, p = 0. Assim, a solugao do nosso problema vira 
da equagao de Laplace, 


V 2 ii = 0. 


(16.51) 


Vemos que a natureza do problema se amolda ao uso de coordenad as esfericas. 
Pela expressao do opera dor Laplaciano nessas coord ena das, relagao (2.41), temos 


d ( ,dli\ 1 d ( dlA , 1 d 2 U n 

dr V dr ) + sen 0 d6 ( sen 0 d0 ) ' sen 2 0 dip 2 


(16.52) 


em que houve a simplificagao do fator 1/r 2 . O problema proposto apresenta sime- 
tria no angulo <p (o potencial nao depende dele). Com isto, a equagao que de fato 
temos de resolver e (na segao seguinte trataremos do caso geral) 


d_ 

dr 



1 d 
sen 0 d6 


send 


dU 

d6 


= 0. 
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A notoria diferen^a entre esta e as equates que resolvemos ate aqui e a pre¬ 
sent de derivadas parciais. Mas, observando seus termos, vemos que no primeiro 
o operador so content a variavel r ; e no segundo, so 9. Isto e uma indicagao direta 
de que a solu^ao seja compativel com a separagao de variaveis, 

U(r,9) = R(r)Y(9). (16.54) 

A viabilidade ou nao deste procedimento e verificada pela substituigao de (16.54) 
em (16.53), 



R(r) d 
sen 0 dB 


( sen 9 


mey \ 

dB ) 


Dividindo toda a expressao por R(r)Y(0), encontramos. 


= 0 . 


JLA (,2«W\ + _ 1 _ ± (senfl^ = o 

R(r) dr \ dr J Y(6) senO dO \ dB ) 


(16.55) 


O primeiro ter mo e uma expressao so em r e o segundo, so em 9. A unica possi- 
bilidade de a soma entre eles dar zero e que ambos sejam iguais a uma constante 
(em princfpio arbitraria) com sinais contrarios. 


1 d f 2 dR 
RdrV ~dr 
dY 
dB 

Essa constante A nao possui relacionamento com aquela da segao anterior. Estou 
usando-a apenas por economia de letras (o que sempre voltara a ocorrer). Como 
vemos, esses resultados mostram que a separacjao de variaveis (16.54) e realmente 
viavel. Desdobremos as relacoes acima. 


1 1 d 

Y sen 9 dB 


sen 9 


A, 

-A. 


(16.56) 

(16.57) 


' r dr j-2 R °' 


d 2 Y 


.dY 


w + cot s e-+ ay = a. 


(16.58) 

(16.59) 


Ambas sao equa^bes lineares com coeficientes nao constantes. Vamos conside- 
rar separadamente cada uma delas. Comecemos com (16.59) e fa^amos a mudanga 
de variavel cos 0 = x. 


d 2 _ d d 
Id 2 ~ d0d9 

__ d_ fdxd_\ 
dB \ dO dx ) 
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Da mesma forma. 


de 


= ^(_ senfl -|) 


a d a d d 

dx dd ax 

= — cos — sen# ( — sen0-r- 


dx 


d 2i^ 2 

— — cos Q- —1- sen 6 

ax dx z 


dx 



d 2 d_ 
dx 2 X dx' 


d_ 

dx 


cotg = cotgfl 1 — sen# 


dx 


= —x 


dx' 


Assim, em termos da nova variavel, a equacao (16.59) passa a 


(l - x 2 ) - 2x ^ + AY = 0. (16.60) 

Para resolve-la, consideremos que Y(x) possua expansao semelhante ao caso da 
se^ao anterior. 


Y(x) = £ a k x k . (16.61) 

k-0 

O proximo passo e fazer a substitui^ao em (16.60). Para tal, precisaremos dos se- 
guintes termos: 


Y" — ]T)(fc + 2 )(k -}-1 )ai c+2 x k , 

k-0 

00 

x 2 Y" =f^k(k- l)a k x k r 

k =0 

CO 

2xY' = 2 £ 

Jt=0 

CO 

AY = A £ a k x k . 
k=0 


Levando esses resultados na equagao diferencial, obtemos 

fc(fc+l)-A 
Gk+2 ~ (fc+ !)(*: + 2) ak ' 


(16.62) 
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A expressao acima tambem nos da duas sequencias, uma partindo de ag e outra de 
a\. Vou escrever diretamente o resultado. 


Y(x) = a 0 


4 - a-\ 


1 - 

x + 


A 2 
2 X 
2 — A 


A(6~ A) 4 ' 

24 ' ’ ’j 

^3 (2 — A) (12 — A) 

120 



«oY 0 {x) + 


(16.63) 


Tanto Yo(x) como Yi(x) devem ser convergentes. Usando o criterio mencionado 
na sepao anterior temos, para ambos os casos. 


fc(fc+l)-A x k ~ 2 
k™(k + l)(k + 2) x k ~ X ‘ 

Como vemos, as series convergent para |x| < 1. Entretanto, temos de verificar a 
convergence para |x| = 1 porque 9 — 0 e 9 — n sao dois valores perfeitamente 
possiveis. 

Para k muito grande, tal que k(k + 1) >• A, temos 


k(k + 1)-A t k{k + l) k 

(k + l)(k-r 2) ^ (k+l)(k + 2) ^ k + 2' 

Assim, para |x| = 1 e n muito grande e como se os termos fossem os das series 


n 1111 

° + 2 + 4+6 + 8 


„ 1111 

ou 1 q-1- 1 -h- 

3 5 7 9 


Ambas sao divergentes. Cada uma e a metade da serie harmonica. 


, 1111 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + '"' 


que e divergente. Portanto, Yq(x) e Yi(x) divergem em x = ±1. A exemplo do 
que fizemos na setjao anterior, esta dificuldade pode ser contornada atraves da 
constante A, que nao pode ser tao arbitraria quanto inicialmente imaginamos. Se 
fizermos A — /(/ + 1), para / inteiro positivo, observamos na equa^ao (16.62) que 
a partir de a t , 2 , inclusive, tod os os coeficientes serao nulos. Com isto, em lugar 
de series infinitas, tambem teremos polinomios finitos e, portanto, resolvido o pro- 
blema da divergencia. 

Os polinomios para l par virao de Y 0 (x), e para l impar, de Yi(x). Listamos 
abaixo alguns deles, que sao os polinomios de Legendre. Fica como exercicio 
obte-los. E comum apresenta-los de tal maneira que A (1) — 1: 


P 0 (x) = 1, 
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ou, com a variavel 6, 


Pi (*)=*, 

p 3 w=i* 3 -!*, 

„ , . 35 4 15 ^ 3 

P 4W = ¥ - 4 - T -+8- 

etc. 


Pt(0) = COS0, 

p 2 (e) = ^cos 2 e- i, 

1^(0) = ^COS 3 0- ~COS0, 

P 4 (0) — ^ cos 4 0 — — cos 2 6 + ~, 
8 4 8 

etc. 


(16.64) 


(16.65) 


E a equagao diferencial (16.60) com A = l (l + 1) e a equagao de Legendre. 

O proximo passo sera resolver (16.58). ja sabemos que a constante A vale 1(1 + 
1). Escrevendo-a convenientemente como 

r ld ^ + 2 r^- - 1(1 + 1 )R = 0, (16.66) 

dr 1 dr 

podemos observar que nao ha necessidade de procurar as solugdes por meio de 
expansao em serie. A solucao e do tipo r s , sendo s um parametro a ser fixado. 
Fazendo a substituigao em (16.66), encontramos 


[s(s + l)-/(/ + l)]r 3 = 0 
=4> s(s + l)-J(Z + l) = 0 

=> s = 1 e s = -l-1, (16.67) 

que correspondem as duas solugoes para R(r). Finalmente, como para cada / ha 
uma fungao P/(0) referente ao outro pedago de (16.54), conclmmos que a expressao 
geral do potencial U(r, 6) que satisfaz a equagao de Laplace (com simetria azimu- 
tal) e 


U{r,0) = £(A l r l + Bir- i - 1 )p,(e), 
l -0 


(16.68) 
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em que A: e B/ sao as constantes correspondentes a cad a valor de l. 

Este resultado representa um importante passo no estudo das equagoes diferen- 
ciais. E a solugao da equagao de Laplace em coordenadas esfericas com simetria 
azimutal (o caso geral, quando ha tambem dependencia da variavel <p, serd tratado 
na segao seguinte). Outro fa to relevante e que chegamos a ela sem muito conheci- 
mento formal, apenas usamos as poucas informagoes adquiridas nas segoes iniciais 
e a ideia de procurar solugoes por meio de expansao em serie. Agora, o mais im¬ 
portante de tudo e que, embora a relacao (16.68) seja a solugao de V 2 U = 0, ainda. 
nao e a do problema proposto no inicio da segao. Faltam usar as condigoes de 
contorno a fim de determinar as constantes A; e de maneixa similar ao que foi 
feito na determinagao das constantes C\ e Co da solucao (16.3). Aqui, elas sao 

1 a E — E()k para r —» co, que fornece U — —Eqt cos 6 + constante. 

2 . a dU /d6 = 0 em r = a (a superffcie condutora e uma equipotencial). 

3. a Q = 0 (a esfera esta descarregada). 

Apliquemos entao essas condigoes na solugao (16.68). Para melhor visualizar o 
que sera feito, desdobremos um pouco o somatorio, 

U(r,6) = f A 0 + + ^A\r + ^ ^ cos 0 

+ ( Mr 2 + Q cos 2 0 - ^ 4- • • • (16.69) 

A compatibilidade da solugao com a primeira condigao de contorno implica que 
os coeficientes Aj satisfagam 

A[ - 0 para l > 2, 

= -E 0 , 

Aq — constante qualquer. (16.70) 

Quanto aos coeficientes Bi nada se pode afirmar, por enquanto, pois os termos em 
B[ tendem a zero quando r —*■ co. Substituamos esses resultados em (16.69), 

U{r,0) = ( A 0 + y ) - (e 0 v - ) cos0 + ^ Q cos 2 9- * j + • • • (16.71) 

Passemos a aplicagao da segunda condicao de contorno, 

dlf (r- „ 3B 2 „ , B* ,, , 

3 — = E 0 a -y send- f- send cos 6 + -jPo{9) -I.= 0 . 

60 r=a \ a 1 } a 6 a 4 
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Para a relaigao acima ser nula, independentemente da variavel 0, deveremos ter 


Ena — =4- Bi = fl 3 En, 

L fl 2 1 U (16.72) 

B/ — 0, para l > 2. 

Com esses resultados, a solugao (16.71) fica 

li(r, 6 ) = Ao + ^7 — Eo r cos 0 H- cos (16.73) 

Aq e uma constante aditiva qualquer, irrelevante ao problema. Assim, falta 
apenas determinar Bo- O termo Bq/t e caracteristico da contribuigao de monopolo 
que, no caso, e nula, pois a carga da esfera e zero. Portanto, Bq = 0. Podemos, 
tambem, obte-lo por calculo direto. De (16.73), tiramos a componente radial do 
campo eletrico. 


E r 


dU 

dr 


Bq 

r 2 


+ E 0 cos 0 + 


2a 3 E 0 

r 3 


cos 6. 


(16.74) 


Um problema simples, geralmente visto em Ffsica III com o uso direto da lei de 
Gauss, consiste em mostrar que o campo eletrico proximo a uma superflcie condu- 
tora e 


E = E r = (16.75) 

£o 

Fazendo, entao, r = a em (16.74) e combinando o resultado com (16.75), obtemos 
a expressao da densidade superficial de cargas sobre a esfera. Com isto, podemos 
calcular sua carga total, 

Q = j> adS 

= €q I J ^ ^ + 3Eo cos a 2 sen 0 cos 0 d0 d<p 

= 4/reoBo- (16.76) 

Como ela e zero, confirmamos novamente que Bq = 0. Finalmente, escrevemos a 
solugao do problema, 

U(r, 0)= ^ ~ - rj Eq cos 0 + A 0 . (16.77) 

O campo eletrico e obtido com o uso de (16.49), 
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E = Egc os$e r + — 1 j EosenOef). (16.78) 

Se a esfera condutora, em lugar de descarregada, tivesse uma carga Q, o unico 
ponto a ser mudado seria a terceira condigao de contomo. De acordo com (16.76), 
o coeficiente Bq passaria a ser 


B 0 = 


O 

Aneo' 


O potencial e o campo eletrico seriam, entao. 


(16.79) 


U(r,0) = 
E = 


Q 


47re ( )r 

Q 


+ -s- - r j E 0 cos 9 + Ao , 


47T€qV 


2 a : 


+ 1 j Eq cos 9 


e r + t - 1 E 0 sen 0 e e 


Procure resolver o exercfcio 16.8. 


(16.80) 

(16.81) 


16.6 Equagao de Laplace - 2 a parte 


Nesta segao, trataremos da solugao da equagao de Laplace em coordenadas esferi- 
cas sem considerar a simetria azimutal, que e a expressao (16.52). Vamos repeti-la. 


d_ 

dr 




sen 6 d6 


dU\ 

sen 9—- } + 


1 d 2 U 


d9 J sen 2 0d<p 2 


- 0 . 


(16.82) 


Vemos que o primeiro termo depende so de r e os dois ultimos de 6 e <p. Isto sugere 
a separagao de variaveis 


U(r,8,<p) ~ R(r)Y(9,<p). (16.83) 

Seguindo procedimento semelhante ao da secao anterior, teremos duas equagoes, 

i{ r2 f)- AR=0 ' (16 - 84) 

—JYsenfl^ + 1 ?flaJ +Ay = a (16 * 85) 

sen 0 dO \ 69 J sem 9 dcp 2 

Aqui, o valor da constante A e o mesmo enao deve estar condicionado se Y de¬ 
pende ou nao de tf>. Observe, tambem, que ela esta isolada na equagao em R. As- 
sim, A = 1(1 + 1). Ja sabemos que as solucoes da primeira equagao sao r‘ e 
Vamos nos concentrar na segunda, em que multiplicaremos todos os seus termos 
por sen 2 6, 
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r 


seneS-l sen(3^ + ^ +/(/+ 1) sen 2 0Y = 0. (16.86) 

dv \ ov J oqr 

Pela forma em que ficou, tambem vemos a nitida possibilidade de outra separagao 
de variaveis. 


o que leva hs equates 


Y(e,4>) = p(o)4>(<i>). 


(16.87) 


— T + k<P = 0, (16.88) 

d<p z 

1(1 + 1)-^t-]p = 0. (16.89) 

sen z 6 J 

A constante k caracteriza a separatao (16.87). A primeira equagao nos e familiar. 
Tambem, devido a natureza da coordenada esferica < p, a fungao T> deve ser perio¬ 
dica, <f>((p) — $>(<p + 27t). Assim, pelo que vimos sobre a solugao do oscilador 
harmonico, temos que k deve ser uma constante positiva. Escrevendo k = m 2 , 
temos 


d L P 
d9 2 


cotg 0 


dP 

dd 


<P(<p) = C\ e im<l> + C 2 em que m = 0, ±1, ±2 ,.,. 

Substituiudo k = m 1 na equagao (16.89) e fazendo x — cos 6, obtemos 

„2 


(1 


d 2 P™ dP m 
' 2 ' 1 -2x- 1 


dx 2 


dx 




Pf = 0 . 


(16.90) 


(16.91) 


E esta a equagao que nos falta resolver, que se chama equagao associada de 
Legendre, e Pf 1 sao polinomios com mesmo nome. Poderfamos pensar numa ex- 
pansao em serie. Entretanto o resultado final teria uma mistura tal de termos que 
nao seria muito natural associa-lo com o que e comumente apresentado na litera- 
tura, envolvendo a generalizacao dos polinomios de Legendre. 

Adotaremos outro procedimento. Partiremos da possibilidade de (16.91) e a 
equagao de Legendre estarem relacionadas. Relembremos a equagao de Legendre, 


(1 -X 2 )^- 2x ^7 + l Q +1 )Pi = 0- (16.92) 

Um meio natural de fazer aparecer o parametro m e derivando-a m vezes. Para 
facilitar, usaremos a formula de Leibniz (com a notacao D m — d m / dx m ) 


D m («j8) = D m oc + -4 




2 ! 


(16.93) 


[ 415 ] 



Metodos Matemdticos para Fisicos - Volume II 


A aplicagao de D m sobre os dois primeiros termos da equagao de Legendre fornece 


D m 


(1 - x 2 )D 2 P;j = (1 - x 2 )D m+2 Pj —2mxD m i l P t - m{m - 1 )D m P l/ 
D m (xDPi) = xD m+l P } | -mD m P l . 


Assim, a derivada de ordem m da equagao de Legendre e (voltando a notagao 
inicial) 


. d m+2 P, /fW'lp, amp 

(!"* i - 2 < m + + W + !)—+ 1)] = °- ( 16 - 94 > 

Comparando (16.91) e (16.94), vemos que a diferenga basica entre ambas esla 
no fator (1 — x 2 ). Soa, entao, natural substituir o P™ da equagao (16.91) por (1 — 
x 2 ) p vf, sendo p urn parametro. Fica como exerdcio fazer isto e verificar que para 
p — m/2 a equagao (16.94) e encontrada com vf no lugar d m P\l dx m . Assim, temos 
que a solugao de (16.91) e 

P?{x)=[ 1-x 2 ) ^P z (*)/ l > m >0, (16.95) 

que sao os polinomios associados de Legendre (sendo P ( e um polindmio em x l , 
temos que d m Pi/dx m — 0 para m > /). Juntando com (16.90), obtemos a solugao de 
(16.86), 


Yl m {0,(p) = Ci m e im< Ppj m 1 (cos 6 ), -/ < m < l, (16.96) 

que sao os harmonicos esfericos. As constantes C !m sao fixadas pela adogao da 
seguinte normalizagao 

/ Y?, m , (0, <p)Y lm (0, <t>)dn = , ( 16 . 97 ) 

sendo dCi — sen OdOdcp o elemento de angulo solido. Vou apenas apresentar a 
forma final dos harmonicos esfericos. Seria um trabalho algebrico muito grande 
tentar inferir tal resultado fazendo caso a caso. Voltaremos a este assunto na sub- 
segao 16.11.2. 


cose), 

Yl,- m (e,cp) = (-l) m Y? m , l > m >0. 


(16.98) 


Estas sao as autofungoes dos operadores momento angular L z e I 2 , que discuti- 
mos na segao 11.2. Finalmente, podemos escrever a solugao da equagao de Laplace 
(16.82), mostrada no inicio da segao. 
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CO ^ l 

U{r,6,<p)= £ £ + (16 * 99) 

Observamos que a diferenga para o caso com simetria azimutal e que os harmoni- 
cos esfericos aparecem no lugar dos polinomios de Legendre. 


16.7 Atomo de hidrogenio (tratamento quantico) 

Relembrando, ate agora fomos apresentados aos polinomios de Hermite, cuja im- 
portancia esta no estudo da versao quantica do oscilador harmonico, e aos de Le¬ 
gendre. Estes sao fundamentals na solugao da parte angular da equagao de Laplace 
(e, na maioria dos casos, tambem na de Poisson - veremos urn exemplo importante 
nesta segao), cuja extensao leva aos polinomios associados de Legendre e aos, nao 
menos importantes, harmonicos esfericos. Como vimos no capitulo 11, os harmo- 
nicos esfericos sao os autoestados do operador momento angular. 

Ha mais um importante conjunto de polinomios que falta ser apresentado, que 
§ o de Laguerre. Este, juntamente com os de Hermite e Legendre, sao os tres mais 
importantes conjuntos de polinomios ortogonais para as aplicagdes em Fisica. Os 
polinomios de Laguerre participam dos estados quanticos do atomo de hidroge¬ 
nio. 

Ate aqui, temos partido do problema flsico e, no decorrer do desenvolvimento, 
tratado da questao matematica. No caso do atomo de hidrogenio, esta sequen- 
cia nao seria muito apropriada, pois os estados do atomo de hidrogenio nao estao 
relacionados diretamente aos polinomios de Laguerre, mas aos seus polinomios 
associados. Seria como se tentassemos chegar aos polinomios de Legendre par- 
tindo da equagao que da os polinomios associados de Legendre. A experiencia 
que tivemos na resolugao de (16.91) faz-nos compreender a dimen sao dessa difi- 
culdade. Nesta secao, inverteremos a ordem. Comegaremos pela apresentagao da 
equagao de Laguerre, 

x d A + (l^,)bi +? L, =0, q = 0,1,2,... (16.100) 

dx 2 v dx 

Fica como exerdcio resolve-la, usando a mesma expansao em serie dos casos ante- 
riores. Os primeiros polinomios sao [os coeficientes vem da condigao Lq (0) = 1] 


toW = 1/ 

Li(.t) = -x + l, 

L 2 (x) = ^x*-2x + l, 

L 3 (x) = -gx 3 + -x 2 - 3x + 1, 
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U{x) = - ^* 3 + 3 x 2 - 4 x + 1 / 

etc. (16.101) 

A equa<;ao associada e obtida derivando-se p vexes a equagao de Laguerre [que 
pode ser feito diretamente com o uso da formula de Leibniz (16.93)]. O resultado 
e (exerclcio 16.11), 


j 2 rP jiP 

X ~d7~ 4 ^ 4 1 ~dx + (*? - P) L q = (16.102) 

em que 

i-jM = j-pL q (x), v<q- (16.103) 

Passemos ao problems fisico. Comecemos com a equacao de Schrodinger, inde- 
pendente do tempo, para uma particula de massa p, 1 '- sob uma energia potencial 

V(r), 


2 ii 


V 2 i i>+V(r)ip 


Eip. 


Usemos novamente o operador Laplaciano em coordenadas esfericas. 


(16.104) 


n 2 rid/ 2 dip\ 

2p [r 2 dr V dr) 


1 


r 2 sen 8 dO 


sen0 M 


d 2 lp 


sen 


2 e ^(p 2 } 


V(r)\p = E\p. 

(16.105) 


Agora, a equacao que temos de resolver nao e mais a de Laplace, mas a de Poisson. 
Uma separa^ao de variaveis, como a da se^ao anterior. 


i p(r,8,(p) = R(r)Y(6,(p), (16.106) 

ainda pode ser feita, levando a 


2ft 


Y_d_ 

7dr 


. dR\ R d ( JY\ 
dr) ^ r 2 sen0dd y™ 6 d9 ) + 


R &Y 
r 2 sen ‘11 dtp 2 J 


VRY = ERY. 


Multiplicando tudo por r 2 jRY, vem 


U—-fsent^ 

2 p [ R dr V dr J Y sen 8 d8 \ dO J 


1 _3 2 y' 

Ysen 2 0 dtp 2 


+ (V - E)r 2 


0 . 


■'^Vou usar a letra u, em lugar de nt, para representar a massa da particula por dois motivos. Primeiro, 
para nao confundir com o numero quantico m dos harmonicos esfericos, e segundo porque p o a massa 
reduzida na intcragao cntrc dois corpos (cm caso de duvidas veja, por favor, meu livro de Mecanica, 
capitulo 9). 
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Peios motivos expostos em situagoes semelhantes, temos a separagaonas seguintes 
equates diferenciais: 


( idR\ 

2p R dr 1/ dr ) 


-b (V - E)r 2 = C, 


1 d / , 1 9 2 Y ~ 

2 fi Y sen 0 dO l ' dO J Y sen 2 6 d(f> 2 

em que C e uma constante. Vamos reescreve-las como 


n 2 d / j?dR\ 

2}ir 2 dr \ dr J 


+ (V-E)R-^R 


o r 


_LA ( me ?L\ + 

sen f? 30 V dd J sen 2 9d<p°- h 2 


0 . 


(16.107) 

(16.108) 


Observamos que a segunda e a mesma equagao (16.85), em que —2 jiC/Pi 2 esta no 
lugar de A. Como as condigoes de contorno sao as mesmas, a constante deve ser, 
tambem, 1(1 + 1). Portanto, a solucao de (16.108) continua sendo os harmonicos 
esfericos Y lm (6,(p), descritos na secao anterior. Concentremo-nos, entao, na parte 
radial. 


h 2 d / 2 dR\ 
Ijir 2 dr \ dr J 


?(/ + 1) 2^2 +V(r) R = ER - 


(16.109) 


Esta equagao ja nos foi apresentada na segao 11.2, mas nao foi resolvida. Nosso 
intuito 6 a sua solucao para atomos tipo hidrogenio (contendo apenas urn elytron), 
cuja forma da energia potencial e 


Ze 2 

— ' (16.110) 

em que Z 6 o numero de protons do nucleo (numero atomico). As unidades que 
estamos usando agora sao a do sistema gaussiano (comum nesta parte). Lembrar, 
tambem, que E < 0. 

A exemplo do que fizemos no estudo do oscilador harmonico, quando esta- 
vamos interessados em verifkar a forma assintotica da solugao, introduzamos a 
seguinte coordenada a dimensional. 


hp 


(16.111) 


em que o fator 8 e apenas por convenience. Usando a expressao da energia poten¬ 
cial, (16.110), e fazendo a mudanga de coordenada, chegamos a (apos um pouco de 
trabalho algebrico - exercfcio 16.12) 
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dp 1 pap p z \p 4 J 

Aqui, k e uma constante dada por 


(16.112) 


K ~ 



(16.113) 


Verifiquemos sobre o comportamento assintotico da solugao. Para p oo, 
temos que a equagao acima tende a 


* 

dp 2 4 


0 , 


mostrando que ha duas possibilidades. 


(16.114) 


R(p —r oo) = e ±(>/1 . 

Em virtude do que ja foi explica do, quando da solucao da equagao de Schorodinger 
para o oscilador harmonico, o estado da particula tem de satisfazer a condigao de 
ser assintoticamente zero a fim. de poder pertencer ao espaqo de Hilbert. Assim, 
das duas solugoes, apenas a de expoente negativo e que deve ser considerada. 


R{p oo) = e~P /2 . (16.115) 

Por outro I a do, tambem sob os argumentos do espago de Hilbert, o estado da parti¬ 
cula nao pode divergir na origem. A equagao diferencial (16.112) para p —> 0 tende 
a 


p 2 —-y + 2 p— - l(l + 1)R = 0, (16.116) 

dp 1 dp 

cujas solugoes ja vimos serem dadas por p l e p~‘~ l [veja, por favor, a solucao de 
(16.66)]. Portanto, a solucao que satisfaz essa condigao de contorno e 

R(p 0) = p l . (16.117) 

Apos esta analise, a solugao de (16.112) que incorpora as condigoes de contorno 
para p —> 0 e p —> oo deve ser 


R(p) = p l e~P /2 L{p). (16.118) 

Substituindo (16.118) em (16.112), temos que L(p) deve satisfazer a equacao (exer- 
cicio 16.13), 




(16.119) 
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Como de praxe, consideremos que L(p) tenha a seguinte expansao: 

CO 

(16.120) 

k -0 

Seguindo procedimento usual, obtemos a relacao de recorrencia entre os coeficien- 
tes (exercicio 16.14), 


k+l+l-K 

ttk+l ~ (L+l)(ic + 2/ + 2) % ' 


(16.121) 


Devi do, tambem, a nossa experienda em cases semelhantes, tratemos logo da im- 
portante questao da convergencia. 


lim 

k-> oo 


P k ' 1 
a k p k 


lim 

k —¥co k 


Para p —> oo a serie diverge. A analise e a mesma feita no estudo da convergencia 
de (16.42). Os termos da expansao (16.120), para k —>• oo, sao os de e p . O meio 
de evitar essa divergencia esta no parametro k, que deve ser urn numero inteiro 
n — 1,2,3,... Considerando a relacao (16.113), a consequencia imediata e a quan- 
tizacao da energia. 


z d^=n => £ = -HCE 

ti V 2E 2frn 2 


(16.122) 


que leva aos mesmos riiveis de energia do modelo de Bohr para o atomo de hidro- 
genio. Substituindo k por n na equagao (16.119), temos 


pjp y + W + 1 )-p]fy+(. n - l ~ 1 ) L = (16.123) 

Comparando-a com (16.102), vemos que e uma equacao associada de La guerre 
para p = 21 + 1 e q = l + n. Portanto, sua solu^ao sao os polinomios Lj[ , w 1 . 

Para concluir, acho oportuno fazer um comentario. No estudo do modelo de 
Bohr para o atomo de hidrogenio, as orbitas sao consideradas circulares [veja, por 
favor, qualquer livro (bem introdutorio) de Mecanica QuanticaJ. Este modelo, que 
data de 1913, foi muito bem sucedido na explicacao dos ruveis de energia, relacio- 
nados a equacao (16.122), levando ao premio nobel de Fisica, conforme mencionei 
no capftulo 6. Entretanto, viu-se mais tarde que as raias, correspondentes a cada 
ntvel de energia, eram na verdade um aglomerado de varias outras raias. Numa 
analise ainda mais minuciosa, viu-se que estas eram ainda o aglomerado de outras 
subraias. 

A tentativa de explica-las atraves do mesmo modelo, com a inclusao de orbitas 
elipticas e correcoes relativisticas, nao foi bem-sucedida. Isto so veio apos o ad- 
vento da teoria quantica, com a introducao na equacao de Schrodinger da energia 
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potencial correspondente a interacao de spin. O tratamento e semelhante ao que 
fizemos nesta segao (veja, por favor, qualquer livro de Mecanica Quantica). 

Antes de passarmos para a proxima segao, falamos urn resumo do que vimos 
ate aqui. Terminamos a apresentagao dos tres principals conjuntos de polinomios 
ortogonais (no tocante as aplicagoes fisicas). So relembrando, vimos os polind- 
mios de Hermite surgindo no estudo da versao quantica do oscilador harmonico. 
Os de Legendre, bem como seus polinomios associados e os harrnonicos esfericos, 
apareceram na solugao da parte angular das equagoes de Laplace e Poisson. Na 
verdade, ja trnhamos nos deparado com a importancia dos harrnonicos esfericos 
no capitulo 11, quando da quantizacao do momento angular. Finalmente, nesta se¬ 
gao, fomos apresentados aos polindnios de Laguerre e seus polinomios associados, 
protagonistas dos estados quanticos do atomo de hidrogenio. 

Os polinomios que estao faltando (Chebychev, Gegenbauer e Jacobi) serao a- 
presentados quando do tratamento em conjunto dos polinomios ortogonais, segao 
16.10, no chamado sistema Sturm-Liouville. Outro importante conjunto, mas que 
nao pertence ao dos polinomios ortogonais, £ o das fungoes de Bessel. Elas serao 
estudadas na segao 16.9, apos o tratamento mais formal do metodo de Frobenius 
(que sera feito na segao seguinte). Daqui em diante, as segoes terao um carater mais 
matematico. Muito do que ficou pendente passara a ser mais bem fundamentado. 


16.8 Sobre a aplicagao do metodo de Frobenius 


O procedimento que adotamos na solugao das equagoes diferenciais, em que apa¬ 
receram os polinomios de Hermite, Legendre e Laguerre, foi partir de uma ex- 
pansao em serie [veja, por favor, (16.38), (16.61) e (16.120)]. Entretanto, como foi 
mencionado na nota de rodape (5), isto nem sempre funciona. Quando o tentamos 
sem poder, a propria Matematica nos diz que nao pode. Tomemos um exemplo. 
Voltemos a equagao (16.66), 


2 d 2 R n dR 
rTyt 2 r— 
dr 1 dr 


1(1 + 1)jR = 0. 


Naquela oportunidade, falamos que nao havia necessidade de procurar a solugao 
por meio de uma expansao em serie porque, pelo tipo de equagao, ela era do tipo 
r s , sendo s um para metro a ser fixado. Realmente, quando substituimos R por r s na 
equagao, encontramos duas solugoes, r l e r~‘ " 1 . Vamos supor que nao tivessemos 
vis to isso e tentassemos uma solugao em serie do tipo 


R(r)= £a k r k . 
k=0 

Substituindo na equagao acima, diretamente obteriamos a condigao 


[k(k + 1) - 1(1 + l)j a k = 0. 
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Para que o produto de zero., ou o fa tor que multiplica a k e zero ou o proprio % e 
que e nulo. Supondo que seja o fator, somos levados a A: = l ek = — / — 1. Embora 
se paregam com as solugoes que estamos procurando, e um resultado inconsis- 
tente, pois os valores de k devem ser positivos. Assim, a possibilidade correta € 
que a k seja zero para todo k (inclusive k — 0). Portanto, a Matematica esta nos 
dizendo que a unica solugao possfvel de ser obtida com a expansao acima e R = 0. 
Nao deixa de ser uma solugao correta (nao faria sentido pensar que a Matematica 
nos dissesse o contrario), mas estavamos querendo uma outra que nao fosse essa 
solugao trivial. 

Nesta segao veremos como o metodo de expansao em serie pode ser estendido, 
formando o que conhecemos como metodo de Frobenius (aplicado ao caso acima 
daria a solugao nao trivial). 

Com o intuito de melhor visualizar todos os seus detalhes, partiremos de uma 
equagao diferencial cuja solugao seja bem conhecida. 

16.8.1 Um exemplo simples 

Consideremos, entao. 


^4 + m 2 y = 0, (16.124) 

dx l 

que e a equagao diferencial de um oscilador harmonico, atraves da funcao y{x). 
Sua solugao, como sabemos, e 

y{x) — A sen cox + B cos cox. (16.125) 

Mesmo sabendo o resultado, vamos partir para a solugao por meio da expansao 
que estamos acostumados (que sabemos ira funcionar), 

CO 

V( x ) = E a k xk - (16.126) 

1—0 

Com isto, 

CO 

y" = E k(k-l)a k x k ~ 2 

k =0 

CO 

jfc ——2 

CO 

= E (* + 2 ) ( k + 1 ) a k 02 xk - (16.127) 

k—0 

A segunda e terceira passagens foram apenas para ajustar a potencia em x k . Subs- 
tituindo (16.126) e (16.127) em (16.124), vem 
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co 2 

(k + 2){k + l)“ l - 

(16.128) 


k = 0 «2 

k —2 => fl4 

fc = 4 =>■ flg 



CO 

I] (fc + 2)(fc + l)%. f . 2 + o; 2 flit x k = 0 


Ha duas sequencias, uma partindo de Uq e outra de a-\, 


i -i 07 

k = 1 => =--fli , 

J 3x2 1 

CO 2 CO 4 

i = 3 =* a5 = -5^4 a3 = -^ ai ' 


Com isto, a solucao fica 


, , A ce 2 x 2 Cc , 4 x 4 \ fli / 

y W = fl „(l-—+ --)+-(< 


(16.129) 


Como vemos, os termos relacionados aos coeficientes de «q e a\ /co sao as expan- 
soes de cos cox e sen cox, respectivamente, o que da a conhecida solucao mencio- 
nada no inicio., rela^ao (16.125). 


16.8.2 Outro exemplo 

Voltemos a equagao (16.124) e substituamos y{x) por x~ 1/2 u(x). Como resultado, 
obteremos a seguinte equacao diferencial para u(x), 

4x 2 ^ - 4x^ + (4 co 2 x 2 + 3 )u = 0. (16.130) 

dx 1 ax x ’ 

Em virtude da substituigao feita, sabemos que a solugao deve ser 

u(x) = y/x(Asencox-\-Bcoscox). (16.131) 
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Mas vamos supor que nao soubessemos, e partissemos para resolve-la com o mes~ 
mo tipo de expansao. Agora, pelo que realmente sabemos, nao vai funcionar. Mas, 
continuemos com nossa interpretacao em supor que nao sabemos, e deixemos para 
a Matematica nos dizer o que pode ou nao pode ser feito. Consideremos, entao, 

CO 

u( x ) = Y^b k x k . (16.132) 

jfc —-0 

Porta nto, 


xu' = kbkX k , 
k=0 

CO 

x 2 u" = 1 )b k x k . 

k=0 

Substituindo as correspondentes expansoes em (16.130), chegaremos ao seguinte 
relacionamento entre os coeficientes: 




4w 2 

4k(k - 2) + 3 


h-2 ■ 


(16.133) 


Partindo de k = 0, obtemos b( f = 0, o que leva a \ = 0 para todo k par. Da mesma 
forma, partindo de k = 1 obteremos, tambem, que b\. = 0 para todo k impar. 
Portanto, a Matematica nos diz que a unica solugao possivel de ser obtida com a 
expansao (16.132) e u = 0, ou seja, so a solu^ao trivial. 

Este e um indicio de que estamos no caminho certo, mas partindo de algo muito 
particular. Para tais casos [veja, por favor, o que foi dito no rodape (5)3, o metodo 
de Frobenius precisa de uma expressao mais geral. 


00 

u(x) = Y2h* ki$ , (16.134) 

k=0 

em que s e um para metro a ser fixado e que d ever a incorporar termos com expo- 
entes negativos ou fracionarios. Usando-a em (16.130), encontraremos 


blr = ~ - 




?k-2 


4(k + s)(k + s — 2) + 3 
Agora, k = 0 e k = 1 servirao para fixar o valor (ou os va lores) de s. 


(16.135) 


k = 0 


[4s(s — 2) + 3] b Q ^0 

s 2 - 2s + 7 = 0 
4 

1 3 

s = - e s = - 
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k = 1 


[4(s + l)(s —l) + 3] h 




= 0 
= 0 


s — 


1 

2 


e s 


1 

2 * 


As equates que fornecem o parametro s chamam-se equates indiciais. Ob- 
tivemos tres solugoes. Estamos fazendo de conta que nao sabemos a resposta. 
Entretanto, como sabemos, causa-nos certa estranheza os dois valores alem de 
s — 1/2. Vamos esquece-los por enquanto. Comecemos analisando o caso es- 
perado, s — 1 /2, que foi obtido tanto da condigao para k = 0 como k — 1 , ou seja, 
s = 1/2 e compativel com bo e b\ diferentes de zero. Fazendo, entao, s = 1/2 na 
relagao (16.135), obteremos os coeficientes 


k = 2 => = 

co 2 

k = 3 => b 3 = -~b 1/ 

^4 

k = 4 =s b 4 = +—b 0 , 
k = 5 => b 5 = +—b u 


Substituindo-os em (16.134), juntamente com o valor de s = 1/2, encontramos 


u(x) = b 0 y/x 


, ,4 V 4 
CO X 


4! 


? i 


2 ! 


h 

H- \fx 



Os termos entre parenteses sao as expansoes em serie de cos cox e sen cox, respecti- 
vamente. Portanto, obtivemos a solugao esperada, expressao (16.131). 

Vejamos, agora, o que a Matematica nos diz sobre os outros dois valores. Co¬ 
mecemos com s = 3/2, que foi obtido de (16.135) para k — 0. Consequentemente, 
ele nao anula a segunda relagao, vinda de k = 1. Assim, para s — 3/2, b\ — 0, o 
que acarreta — 0 para k Impar. Calculemos, entao, os coeficientes relacionados 
a bo- Fazendo s = 3/2 em (16.135), obteremos 


k = 2 =>- b 2 = -^-b 0 , 
co 4 

k = 4 => bi-F-^-bo, 
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k = 6 =? b(, — — 


a; 

7! 


,6 




Substituindo na relagao (16.134), juntamente com o valor de s igual a 3/2, vem 
(vou fazer as passagens com detalhes para deixar claro como funciona) 


«(*) 


= box *' 2 
= b 0 y/x ( X - 


9 9 
COX 


3! 


3! 


+ 


+ 


3-v3 


a ; 4 * 4 

5! 

co*x 5 

5! 


a ? 6 * 6 

7! 


7! 


+ - 


b 0 r ( ar’r 

<,. x/V (“' 1 . 1 ! 

— — y/xsencox, 

CO 


3 3 7 7 

CO X CO X 


0 ! 


7! 


+ 


ou seja, nao foi obtida nenhuma nova solucao, o que esta coerente com o que espe- 
ravamos. Da mesma forma, fica como exercfcio mostrar que para s — —1/2 (que 
vai acarretar bo = 0) e gerada a solugao sfx cos cox. 

O que aconteceu acima, ou seja, o fato de os demais valores de s levarem a solu- 
goes ja existentes, nao e coincidencia. Quando as raizes da equagao indicial diferi- 
rem por um numero inteiro, isto sempre ocorre. Poderiamos fazer a demonstragao 
(que nao e complicada), mas observe na relacao (16.134) que e como se redefinfs- 
semos os indices de soma. 

O que julgo oportuno, no momento, e voltar a algumas equagoes ja estudadas 
para analisar a consistencia das solugoes sob a luz dessas novas informagbes. 


(0 Consideremos novamente a equagao (16.124), cuja solugao foi obtida da expan- 
sao (16.126), sem a inclusao do parametro s. Vamos resolve-la de novo, mas 
considerando a expansao 


y(x) = £ b k x k ~ Ys . 
Jt -0 

Agora, em lugar de (16.128), encontraremos 


CO" 

^--Jk+^ik + s-r /*- 2 

easequagoesindiciais surgemdefc = 0efc = l, 

s(s - 1 )fl 0 = 0 e s(s + l)«t = 0. 
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As solu^oes saos = 0, s^les=-l. Vemos que para s = 0 (que corresponde 
ao caso particular usado) sao possiveis expansoes partindo de «o e a i- f >ara 
s = 1, so e possivel partindo-se de a$, e para s = — 1, so de a\. Pelo que vimos 
aciraa, tanto num caso como noutro, serao obtidas as mesmas solucoes sen ojx 
e cos cox (exera'cio 16.16). Esse mesmo raciocinio vale para as equacoes (16.37), 
(16.60) e (16.100). 

(it) Voltemos mais uma vez a eq. (16.66), que tentamos resolver no irncio da secao 
por uma expansao simples e so conseguimos a solucao trivial. Usemos agora a 
expansao com o para metro s. 


Z(r) = EfV* +S - 

k =0 

Substituindo na equagao diferencial, encontramos 


[{k + s)(k + s + l)-l{l + l)]b k =0. 

Esta relagao nao produzira uma sequencia de termos. So ha um termo. Pode- 
mos to mar qualquer um. O mais simples e com k = 0, 

[s(s + 1) — l{l + 1)] bo = 0. 

Como bo e o coeficiente do unico termo considerado nao nulo, temos que a 
relagao acima so e possivel se o fator que o multiplica for zero. Isto levara a 
determinagao do parametro s, 

s(s + l)-i(Z + l)=0 =» s = l e s — l 1, 

ja conhecidos por nos quando da resolucao de (16.66). 

A titulo de ilustra^ao, vamos supor que tenhamos tornado outro valor para k , 
por exemplo, k = 3, 


[(3 + s)(4 + s) — 1(1 4- 1)] &3 = 0. 

Sendo b$ o unico termo nao nulo, esta relagao s 6 sera possivel se 

(3 + s)(4 + s) -1(1 + 1) = 0 => s = l- 3 e s = -/ -4. 

Como e o coeficiente de r s+3 , vemos que a substitute dos dois valores de s 
irao gerar as mesmas solucoes r l e 
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16.8.3 O metodo pode ser ainda mais abrangente 

Consideremos a cquacao diferendal 


e usemos o mesmo 


d 2 y 

x d?-y=° 

procedimento da segao anterior. 


y{ x ) = E a k- xk s - 

k=0 

Somos levados a seguinte rela^ao entre os coeficientes: 

1 

at ~ {k + s)(k + s-V ) ak - 1 ' 

O valor k = 0 fornece a equa^ao indicial 


(16.136) 


(16.137) 


s(s -1 )a 0 = 0 => s — 0 e s = 1. (16.138) 

A relagao (16.137) so fornece uma sequencia de termos e as solucoes da equagao 
indicial diferem de um numero inteiro (os dois valores de s nao levarao a duas 
solucoes independentes). Assiin, por esses dados, teremos apenas uma solucao. ]a 
veremos como este problema pode ser contornado, dentro do proprio metodo, e 
conseguir a solugao que esta faltando. 

Comecemos obtendo a solucao que vem da expansao (16.137) e da solucao da 
equacao indicial, (16.138). Tomemos s = 0, 


Os seguintes coeficientes sao obtidos: 


k = 1 
k = 2 
k = 3 
k = 4 


«o = 0 


#2 — 2 fl l ' 


a 3 — 


at = 


3! 2! 

1 

4! 3! 


ai, 


a lf 


k(k~ l)a\ = uq, 


o que leva a solugao 




1 )! 


(16.139) 
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Apenas como ilustragao, consideremos o caso com s = 1. A relagao entre os 
coeficierites fica 

at = wrn at - 1 - 

De onde se obtem os novos coeficierites 

k = 1 => aj 

k = 2 => &2 

k = 3 => ^3 


e chega-se a solugao 

CO yk+l 

V(' ) (k . mr (W-140) 

que e exatamente a mesma serie anterior, excetuando apenas a constante multipli- 
cativa (que nao altera em nada a forma geral da solugao). 

Assim, esta faltando realmente uma solucao. O problema e parecido com aquele 
visto no comentario (in) da subsecao 16.2.1, quando tambem as duas solucoes da 
equagao diferencial eram iguais. La foi fornecido um meio de gerar a outra solu¬ 
gao. Aqui tambem existe, que e dado por 

CO 

y 2 (*) = Byi(x) In* 4- b k x k+s , (16.141) 

1=0 

sendo B uma constante, y i a solugao ja obtida e s uma das solugoes da equacao 
indicial (tomaremos aqui. s = 0). Nao vamos fazer a demonstragao. Apenas subs- 
tituamos na equagao diferencial para verificar se (16.141) pode ser a solugao. Fica. 
como exerclcio mostrar que, para tal, o seguinte relacionamento entre os coeficien- 
tes deve ser verificado: 

Jlr I 1 

k(k + 1 )b k+1 =b k - ( ; +1) , k j B = 0. (16.142) 

Obtem-se, entao, 

k = 0 =>• bo = B, 

k = 1 =>■ &2 = - 7 S, 

2 4 
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k = 2 



7 

36 


B, 


A segunda solucao e 


y 2 (x) = B 


3 7 

Vi(x) lnx -j- 1 — -a- 2 - — x 3 -\ - 

4 oo 


+ &i 


-x 2 

2 ' 


1 * 

— v J 4- ... 
12 + 


(16.143) 


No resultado, aparecem duas constantes arbitrarias, B e b\. Assim, do jeito em 
que esta, yi{x) pode ser considerada a solugao geral de (16.136). Por outro la do, 
podemos escolher B e bj convenientemente, de tal maneira que haja apenas uma 
constante. Neste caso, yi{x) sera apenas uma das solugoes, 

Na proxima secao, teremos oportunidade de voltar a usar tudo isto ao resolver 
a equagao de Bessel. 


16.9 Fun^oes de Bessel 

Este £ outro conjunto completo para o espago de Hilbert, cuja caracterfstica e nao 
formar polinonios (alias, lembrando o que temos dito, so e possivel a existencia 
de seis polinomios). As fungoes de Bessel aparecem na parte radial da equagao 
de Schrodinger para alguns espalhamentos. Aparecem, tambem, na solugao da 
equagao de Laplace em coordenadas cilmdricas. Sua equacao diferendal e 

• r2 S + x % +d 2 - V 2 )y = 0. (16.144) 

em que p e um parametro, nao necessariamente um num ero inteiro. Vamos resolve- 
la usando o metodo de Frobenius, visto com detalhes na segao anterior. Tomemos, 
entao, a expansao 


CO 

y{x) = £ a k x k ~ s . (16.145) 

Substituindo na equagao, obtemos o relacionamento entre os coeficientes. 


° k ■'(jt + s )2 _ p 2 fl fc~2- (16.146) 

Os va lores k = 0 e k = 1 levam as equagoes indiciais 



*o — 0/ 
a-\ = 0. 


(16.147) 

(16.148) 
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Temos as seguintes possibilidades. De (16.147), considerando Oq ^ 0, obtemos s = 
=b p . De maneira geral (dependendo do valor de p), a consistencia deste resultado 
com (16.148) e que a\ seja zero. Por outro lado, para a\ 0, obtemos na segunda 
equagao que s = ±p — 1, cuja consistencia com a primeira (tambem dependendo 
de p) acarreta Aq = 0. 

Ha, portanto, dois caminhos. Um e tomar as duas sequences (partindo de 
a 0 eai)e obter, assim, a solugao geral. Outro e escolher uma delas e deixar que as 
solucoes da equagao indicial fomecam as duas solugoes. Adotaremos esta segunda 
opgao. Partiremos de «o r 0 e, consequentemente, s = ±p. 

E claro que quando p — (—p) = 2p for um numero inteixo, so teremos uma 
solugao. Pelo que vimos no final da segao anterior, sabemos como este problema 
pode ser contornado. Comecemos, entao. Sem nenhuma perda de generalidade, 
consideremos que p seja um parametro positivo. Vejamos a solugao para s = +p. 
Diretamente, obtemos os coeficientes, que podem ser convenientemente escritos 
como, 


k = 0 
k = 2 

k = 4 

k = 6 


a 2 = 

«4 — 


2 2 (p + l) 


*0, 


:«0/ 


1 - 2 • 2 4 (p + l)(p + 2) 

1 

_ l-2.3-2 6 (p + l)(p + 2)(p + 3) 


«0r 


Portanto 


y(x) = i j 0 x p 


= aox p 


2 2 (p + l) 1 ■ 2 ■ 2 4 (p + l)(p + 2) 

(x/2) 4 (x/2) 6 


1 (x/2) 2 | 


p+1 2!(p + l)(p + 2) 3!(p+l)(p + 2)(p + 3) 


( x y 

r 1 (x/2) 2 (x/2) 4 

(x/2) 6 1 

\2J 

p! (P + 1)! 2!(p + 2)! 

3!(p + 3)! 


oP ' knp+ky. ■ 


Como flop! 7? e constante, temos que 


_ • (-l)*(x/2)*-P 
)p{ ) to W+pY 


( 16 . 149 ) 
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e solugao da equacao de Bessel, chamada fungao Bessel de ordem p. Cabe aqui 
tuna observagao. Vimos que o parametro p nao £ necessariamente urn numero 
inteiro. Assim, o termo (p + k)l necessita de uma interpretagao alem da usual 
associada a fatorial de numeros inteiros, que se baseia na fungao fatorial (ou funcao 
gama). Caso o lei tor nao esteja familiarizado com esta funcao, veja, per favor, a 
ultima secao deste capitulo. 

A solucao para o parametro negativo —p (lembrar de que tinhamos conside- 
rado p positivo), e diretamente dada por 


mw = E 

k=0 


{-\) k {x/2) 2k ~P 
kl{k - p)\ 


( 16 . 150 ) 


Para os valores de p em que as solugoes da equacao indicial nao difiram de um 
numero inteiro, temos que a solucao geral da equacao de Bessel e 


y{x) — CiJp(x) + c 2 J- p (x). ( 16 . 151 ) 

Trataremos a seguir dos casos especiais. 


16.9.1 Caso em que p e um numero inteiro 

Ja sabemos que a segunda solugao nao sera independente da primeira, mas verifi- 
quemos isto explicitamente. Seja p — n um numero inteiro. 


/-»(*) 


E 

k=0 


(-l) k (x/2) 2k ~ n 
k\(k — n)\ 


Como (k — n)\ diverge para k < n (em caso de duvida, veja, por favor, a secao 
sobre fungao gama), temos 


_ ” (—\) k {x/2) 
J ~ n{) E k!(k-n)l 


2k—n 


k=n 

co 

E 

k -0 


{-\) k ^ n (x/2) 2k+n 
(k + n)\k\ 

(—l) k (x/2) 2k ~ n 


= (“1)* E 

k- 0 

= (-i yj n {x). 


k\{k + n)\ 


( 16 . 152 ) 


Para obter a segunda solugao, usaremos o processo desenvolvido na subsecao 16.8.3. 
Comecemos com n = 0. Assim, uma solucao e 


Jo(x) = 


OO 


E 


(-\) k (x/2) 2k 

(«) 2 


( 16 . 153 ) 
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A outra e dada por 


= Jo(x) In* + £ b k x k . ( 16 . 154 ) 

Ar—0 

Os coeficientes b k sao obtidos substituindo-se (16.154) na equa^ao de Bessel com 
p — 0. Fica como exercicio mostrar que, apos um pouco de trabalho algebrico, 
chega~se a (exercicio 16.20) 


oo (_ X )fc+l *2*1-1 

S 2 2k (k + l)\kl 




k=0 


k =0 


0. 


( 16 . 155 ) 


O primeiro e o ultimo somatorios comegam com x; o segundo, com x°. Com isto, 
para que a relagao acima tenha coeficiente nulo para toda potencia de x, b\ (vindo 
do segundo somatorio) deve ser zero. Eliminando, entao, este termo do segundo 
somatorio, podemos escrever a relacao anterior como 


“ (~l) k+1 x 2k+1 

h 22t (k + m<. 


CO 

+ E \{k + 2)\ +2 + b k 

k~0 


x k]1 


= 0. 


O primeiro termo so possui potencias de x com expoentes impares. Ajustemos o 
segundo, separando potencias impares e pares. 


” (- l )*' 1 * 2 * 1 ' 1 

h 2 2k (k + l)\k\ 


+ E [(2fc + 2) 2 &2jt+2 + ^l ^ 2fc+1 

k -0 L J 

+ E [(2fc + 3) 2 ^2A:+3 

k=i) 


blk+i 


x 2k+2 


0. 


Sao, entao, duas relacoes de recorrencia. 


(2k + 3) 2 !, m+ 3 = -b 2i+1 , ( 16 . 156 ) 

(2k + 2)% k „ 2 + bn = ■ ( 16 . 157 ) 

Como b\ — 0 temos, pela primeira relacao, que b k = 0 para k impar. Da segunda, 
determinamos os coeficientes b k para k par. O primeiro coeficiente by permanece 
indeterminado. E comum faze-lo igual a zero (notar que ja existe um termo cons- 
tante na outra solugao Jo). Assim, os coeficientes b k para k par sao diretamente 
calculados, 
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h = 


1 




h = 


1 

2 6 (3 !) 2 




Vemos que a expressao geral dos coeficientes com Indice par e 

b - = wW-{ l+ \ + - + i)' * =1 ' 2 ' 3 . ,16 ' 1E 

o que nos permite escrever a segunda solucao da equacao de Bessel para p = 0, 


y 2 ( *)=/oMln*+E ( h = l + \ + -- + l- (16.159) 

Entretanto, nao e esta a forma comumente usada como solucao da equagao de 
Bessel. A fun^ao de Bessel de segunda especie de ordem zero, tambem chamada 
fun^ao de Neumann de ordem zero, e definida por 


No (A) = a [ bJ Q {x ) + y 2 (x)\ • (16.160) 

A fun$ao j/ 2 ea solugao dada por (16.159). Os parametros a e b sao a = 2/n e 
b — 7 - In 2, sendo 7 a constante de Euler, 

7 = lim (l + l + ---+l-lnk) =0,5772... (16.161) 

Jc^co V 2 k J 

Assim, 


NoO) “ 


n 




(-1 ) k+l h k x 2k 
2 lk {k\) 1 


(16.162) 


Para concluir, apenas mencionemos que a expressao geral das (undoes de Bessel 
de segunda especie de ordem n, ou funcoes de Neumann de ordem n, e 


/ \ 2 /, X X , , , x" f ( 1 ) A ’ ' (h t + h t+n )x a 

N n {x) = - (In - + 7 ) ]n{x) + — 

7T v z / n ^._ 0 


2 2 *+ M fc!(fc + tt)! 

"- 1 ( n-k-l)lx 2k 


n 


L 

k-0 


2 1k ~ n k\ 


(16.163) 
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16.9.2 Solugao da equagao de Bessel para p = 1/2 

Fazendo p = 1/2 na expressao (16.149), encontramos 


/1 W 


V2 fc =0 A:! (k-\- 2^! 

f (-l) k (x/l) 2k 

^ (*+*)(*-$ 

f (-l)*(x/2) 2 * 

(j)! & k[ ( 2k + l)(2fc - 1) * • • 5 ■ 3/2^ 


x/* (-1)** 2 * 

\/2 (^)! * 3 • 5 - • • (2fc + 1) 

V* L x 2 x 4 x 6 

J5 (l\* V 2 • 3 ' 4 • 2 • 3 • 5 8 • 3!3 • 5 • 7 + " ‘ 

V M 2 /* 




5! 



x 5 

si 




X, 


(16.164) 


em que foi usado, na ultima linha, (1/2)! = yfn/2. Fazendo desenvolvimento 
semelhante, fica como exercfcio mostrar que a segunda solugao tambem pode ser 
obtida de (16.149), 


LiW = 



(16.165) 


Aqui cabe uma explicagao. Vemos que as solugoes para /i (x) e J_i(x) sao 

independentes apesar de as raizes da equagao indicial p ~ \ e p — — I diferirem 
de um numero inteiro. Embora J_i(x) seja realmente independente da relagao 
anterior, dada por (16.164), ela nao c, de fato, uma solugao independente. 

Para explicar esta aparente contradicao, voltemos as relagoes (16.147) e (16.148). 
Notamos que p = | tambem e solugao da equagao indicial vinda de (16.148). 

Assim, para p = — o coeficiente a\ nao e zero. E desta sequencia de termos que 
surge a solugao /_ i (x). Portanto, realmente a segunda raiz da equagao indicial 
nao gerou uma nova solugao. Ela ja existia, vinda da sequencia gerada por a-j. 
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Isto pode ser mais claramente explicitado fazendo o isolamento do fator x l / 
da solugao da equagao de Bessel para p = \ [observe que este fator aparece tanto 
em (16.164) como em (16.165)], 

xl i/ +x t + {^- i) y = 0 ' (16 - 166) 

Assim, tomando y — x~ l,2 u, temos, 


d 2 u 

dx 2 


+ u — 0, 


que e a equacao do oscilador harmonico, cuja solugao, dada por seno e cosseno, e 
bem corihecida (veja, por favor, a subsecao 16.8-1). 


16.9.3 Solugao para p — 3/2, S/2, etc. 

Vamos obter essas solugoes por meio de uma relacao de recorrencia. Para deduzi- 
la, primeiramente consideremos. 




£ „ “ (-1)*(j/ 2) a+ P 

dx[ X A kl(k^p)! 

£ ” ;-l )*x 2k+2 ’’ 

dx^2 2t 'n\(k+ P y. 


“ (-1) h(k + p)x lt+2 i’~~' 
h 2 •P+Pk\(k + p)\ 

“ (-!)*( x / 2)^’- 1 

A fc!(fc+ p - 1)! 


= * P / P -iW- 


Da mesma forma, tambem podemos mostrar que 


(16.167) 


/[x-H,,U)} (16.168) 

Desenvolvendo o la do esquerdo dessas duas expressoes encontramos, respectiva- 
mente. 


Vh + x J'p = (16.169) 

P j p -xj; = xf p+1 . (16.170) 

A relagao de recorrencia que estamos procurando vem da soma das duas duas 
acima. 
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h +iW - ^rk( x ) - 7p-iW- (16.171) 

Assim, fazendo p = 1/2, temos 

/§(*) 


Para obter Js (x), fazemos p 
resultado e 

/ 2 / 3 3 \ 

/3 (x) = y — senx-cosx — sen x , (16.173) 

2 V 7TX \X Z X J 

e assim por diante. Para os casos com p negativo, tambem partimos de (16.171), 
convenientemente reescrita como 

Jp-i ( x ) = ~~Jpi x ) ~ Jp \ l( x )- 

Para concluir, apenas mencionemos que a fungao de Neumann para valores de 
p semi-inteiro e dada por 

N P M = Up( x ) cos prt— (16.174) 

e que a solugao geral de segunda especie da equagao de Bessel 6 

y(x) = ci/ p (x) + c 2 N p (x). (16.175) 

Mencionemos, tambem, que as vezes sao necessarias solugoes da equacao de 
Bessel que sejam complexas para valores reais de x. Assim, temos as chamadas 

fungoes de Bessel de terceira especie de ordem p ou primeira e segunda fungoes 
de Hankel, 

Wp 1J (x) = J p (x) + iN p (x), (16.176) 

Hp 2) (x) = J p (x) - iNp(x). (16.177) 

H { p } (x) e H p 2 \x) sao linearmente independentes. Existe, tambem, um sistema 
Sturm-Liouville para as fundoes de Bessel. Nao o veremos. Para o leitor interes- 
sado, sugiro uma consulta ao livro An introdution to linear analysis , de D. L. Kreider, 
R. G. Kuller, D. R. Ostberg e F. W. Perkins, capitulo 15. 


= -/l (*)-/-!(*) 

= \j ~ ^ sen x - cos x j . (16.172) 

= 3/2 em (16.171) e combinamos com (16.172). O 
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16.10 Sistema Sturm-Liouville para polinomios 
ortogonais 

Lembremos algumas das principals equates diferenciais que ja resolvemos. 


Legendre: 
La guerre: 
Hermite: 




+ n(n + 1 )u = 0, 



. du 

+ (!-,)- + »« = 
pL^ 2x d Ji + 2nu = 

ax 1 ax 


0, 

0. 


Suas solugoes sao polinomios de mesmo nome. Essas equagoes, bem como as de 
Chebychev, Gegenbauer e Jacobi, serao vistas agora dentro de um mesmo contexto 
(as de Bessel, cujas solugoes sao fungoes, requereriam um tratamento a parte). 

As equagoes acima sao do tipo 


Lu = ,\u, (16.178) 

sendo L um operador dado por 

L = «(*)^+p(4 + 7(4 ^. 179 ) 

Observando as equagoes diferenciais, pode parecer que sao exemplos de (16.178) 
com autovalor nulo. Veremos que nao. Na verdade, e justamente a quantidade 7 
que pode ser tomada como zero. 

Comecemos mostrando que, mediante certas condigoes, L e hermitiano. Sejam, 
entao, f eg dois vetores quaisquer do espaco de Hilbert. De forma geral, o produto 
interno entre eles e (veja, por favor, a nota de rodape 3 no capftulo 10), 

/ +00 

f*(x)g(x)w{x)dx / (16.180) 

-CO 

em que w(x) > 0 e a fungao peso. O operador L sera hermitiano se (sugiro ao leitor 
que, em caso de duvidas, por favor, reveja o capitulo 10), 

(L/, g) = (/, Lg). (16.181) 

No desenvolvimento desta segao, considero conveniente adotar o seguinte pro- 
cedimento. Para evitar que nossa atencao seja desviada dos principals objetivos, 
deixaremos para fazer algumas demonstragoes em subsegoes separadas. Assim, a 
demonstragao das condigoes de o operador L ser hermitiano. 


[(/y-/*'s)H-~=o, 


(16.182) 
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[wa)' - wfi, (16.183) 

esta na subsegao 16.10.2. A equagao (16.178)/ com o operador L dado por (16.179) 
e juntamente com as condigbes acima formam o sistema Sturm-Uouville. 

Estamos nos restringindo aos casos em que as solugoes de (16.178) sao polino- 
mios. De imediato/ podemos mostrar, com o uso de (16.182) e (16.183), que sao 
realmente ortogonais (veja, por favor, a subsegao 16.10.3), 


[u m ,u n )= w* (x)u n (x)w(x)dx — 0 se A m ^ A n . (16.184) 

J —CO 

Sobre a normalizacao, falaremos na secao seguinte. 

Antes de comegar a tratar da solucao do sistema Sturm-Uouville, acho opor- 
tuno destacar o importante papel desempenhado pela funcao peso. Primeira- 
mente, no tamos que sua presenga e a unica possibilidade de o produto interno 
(u„, u n ) ser finito, pois polinomios nunca se anulariam no infinito (a nao ser que 
a integragao nao seja por todo o espago). Tambem, pela condigao (16.182), vemos 
que zoa deve tender a zero mais rapidamente que qualquer potencia de x quando 
x —? A co. 

Agora sim, comecemos a tratar da solugao do sistema. Sendo u n urn polinbmio 
de grau n em x temos, pela equagao diferencial resultante de (16.178) e (16.179), 

, , d 2 u n „, , du n , . 

*(*) + P(x) + 7{x)u n = A n u n , (16.185) 

em que as fungoes a{x), fi(x) e y(x) devem ser da forma 


cc{x) = IZqX 2 + CL\X + 0i2 , 

(16.186) 

P( x ) = fio x + fa. 

(16.187) 

7(x) = 7o ■ 

(16.188) 

Consequentemente, os autovalores A n sao 

A n = n(n — l)a 0 A nfi 0 + To • 

(16.189) 


Assim, para o caso de solugoes polinomiais, o sistema Sturm-Liouville e carac- 
terizado por seis parametros: kq, oc\, cc 2, fio, e 79. Entretanto, os seis tipos de 
polinomios nao estao relacionados ao numero de parametros, mas, sim, as possi¬ 
bilidade de fixa-los, relacionadasas simetrias do sistema, que sao: 

(1) O operador L pode ser multiplicado por uma constante c\. Isto deixa os po¬ 
linomios inalterados. Apenas os autovalores serao multiplica dos por c-]. 

(2) Podemos adicionar a variavel independente x uma certa constante C2. Assim, 
Unix) e substituida por u n (x + C2) e os autovalores beam inalterados. 
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(3) Idem em relagao a multiplicacao da variavel por C3, que leva a substituigao de 
u n (x) por Un(csx). Os autovalores tambem ficam inalterados. 

(4) Uma constante C 4 pode ser adicionada ao operador L, isto e, a 70- Os polino- 
mios u n ficam inalterados e os autovalores A„ sao substituldos por A n + c 4 . 

Como resultado dessas simetrias, temos que dos seis parametros, ao, «i, a?, bo, 
J 6 1 e 70, apenas dois sao independentes. Particularmente, em virtude da proprie- 
dade (4), podemos escolher uma constante C 4 tal que 70 = 0. 

Para facilitar a obten^ao de todas as solugoes possiveis, consideremos separa- 
damente cada um dos tres casos: ct(x) quadratico, linear e constante. Seguindo um 
caminho a partir do menor trabalho algebrico, tomemos a seguinte ordem: 


1. ° caso : a(x) constante (ao = a 1 = 0), 

2. ° caso : a (a) linear (ao = Oeai 7^0), 

3. ° caso : a(x) quadratico (ao ^ 0). 

Da condicao (16.183), podemos obter uma expressao que permitira analisar todos 
os casos acima 


[iVOi)' — wp 
{wa) ! — -( m ) 


Id.. p 
— 7-(wa = - 
wcl ax a 


^ ln(zt?a) - j ^dx 4- const. 


iva = Cexp 


(/ 


Pox + Pi 


aoX“ + ol\% + ct 2 


-dx 


(16.190) 


A constante C e devida a integral ser indefinida. Comecemos a analise. 


1,° caso : et(x) constante (ao = &\ = 0). 

Fazendo «o — = 0 na expressao (16.190 e tomando a 2 = 1 [o que esta relacio- 

nado a uma escolha da constante c\ devido a simetria (1)], temos 


wcl = 


Cexp I(p 0 x + p-i)dx 
Cexp + • 
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As simetrias (2) e (3) permitem-nos escolher c 2 e c 3 tais que fa — 0 e fa = -2, 
respectivamente. {8) Fazendo, tambem, C = 1 na relacao acima, obtemos 


(wex) = e x ~ =4- w = e x2 . (16.191) 

Substituindo os valores desses parametros na forma geral da equagao diferencial 
(16.185) e lembrando que 70 foi feito igual a zero, devido a simetria (4), temos 


d 2 H n 
dx 2 


2 x 


dHn 

dx 


2 nH n 


0 . 


(16.192) 


Esta e a equagao de Hermite, a que ja fomos apresentados na seqao 16.4, no estudo 
da versao quantica do oscilador harmonico. Caso tivessemos usado outros valores 
para os coeficientes fa e fa, os polinomios seriam os mesmos, mas escritos em 
termos de outras variaveis (na subsegao 16.10.1, veremos como obte-los atraves da 
Formula de Rodrigues e na subsegao 16.11.4, atraves de relacao de recorrdncia). 

Podemos, mais uma vez, constatar a importancia da fungao peso. Observe como 
ela aparece nos estados quanticos dados por (16.46). 

2.° caso : a(x) linear (&o = 0 e ^ 0). 

Fazendo olq = 0 na expressao (16.190 e escolhendo c\ e c 2 tais que et\ = 1 e 07 = 0, 
temos 


wet 





= C exp (fax 4- fa In x) 
= Cxft eP° x . 


Podemos usar ainda a simetria (3) e escolher c 3 tal que fa = — 1. Este e o maximo 
de fixagoes que podemos fazer. Fica restando um parametro livre, o fa . Conveni- 
entemente, vamos escreve-lo como /3-j = s + 1 , sendo s > — 1 (o parametro livre 
fica sendo, entao, s). Assim, pel a relacao acima, podemos escrever 


(wa) = x s+1 e x => w = x s e x . (16.193) 

No caso anterior, a vanavel x podia ser definida de — 00 a -boo. Vemos nessa classe 
de polinomios, devido a forma da parte exponencial da fungao peso, que o campo 
definigao da variavel x e o intervalo de 0 a 00 . Os polinomios que surgem aqui 
sao os associados de Laguerre de ordem s. Ja fomos apresentados a eles na segao 

i8 -'Nao poderiamos escolher ambos os parametros, £ 0 e pi, como zero. A razao esta na relacao (16.183). 
Vemos que p — 0 leva a iva. = conslantc, o que tomaria inviavel a construcjao de vetores do espa^o de 
Hilbert a partir desses polinomios. Vemos, tambem, que uma escolha de pa como um numero positive 
nao faria sentido, pois a funqao peso nao decairia exponencialmente. 
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16.7, no estudo do atomo de hidrogenio, quando apareceram na solugao da parte 
radial da equacao de Schrodinger. Observe que a variavel radial possui os mesmos 
limites de 0 a oo. Observe, tambem, os fatores iniciais da relacao (16.118), que sao 
os termos da fun^ao peso. 

A equacao diferencial e obtida pela substitui^ao dos parametros na relacao (16.185), 

+ (*&&- xffi +'*« = 0. (16.194) 

dx L dx 

Conforme ja mencionei, veremos detalhes sobre a forma dos polinomios nas sub- 
se^oes 16.10.1 e 16.11.4. 

3.° caso: a(x) quadratico («o #0). 

Aqui, apos usar as simetrias (1), (2) e (3), fiearemos com dots parametros livres. 
Adiantemos que eles serao denotados por peq, levando aos Polinomios de Jacobi 
de indices p e q, (usaremos indices superiores para fazer distincjao da notagao 

usada para as f undoes de Bessel). Sao os casos especiais que levarao aos restantes 
dos polinomios conhecidos. 

Para comegar a analise, devemos distinguir entre as raizes de oc(x) serem reais ou 
complexas. Podemos mostrar que o caso de raizes complexas nao leva a nenhuma 
solucao possivel (veja, por favor, a subse^ao 16.10.4). Concentremo-nos, entao, nas 
raizes reais. Devido a simetria (1), podemos escolher convenientemente ao = — 1, 
e pelas simetrias (2) e (3) que as raizes sejam ±1. Com isto, a(x) = 1 — x 2 . Os de- 
mais parametros, /3o e permanecerao livres. Depois, veremos uma forma mais 
apropriada para reescreve-los. Fazendo essas substitutes na relagao (16.190), e 
considerando C = 1, temos 


woe = exp 
= exp 
= exp 
= exp 
= exp 


/3o* + /h 


■dx 


(l-x){l + x) 

1 r ( P 1 + Po + q dx 

2 J V 1 — X 1 + X J 

-\(Pi + Po) ln(l - *) +1 (|6l - Po) ln(l + C 


h n' 


- x 2 ) + ifr In j 

ln(l-x 2 )-^ + ln (l±^) 

= exp | In (1 - +*)(ft“Ao )/2 

— (j _ x }-(Po+Pi)/ 2 (\ +x )(Pi~Mn 
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Logo 


IV = (1 — ' l '^ 1+2 )^ 2 (l -J- x) (^1 — ^0 — 2)/2 

= (1 -x)P(l + ar)9, (16.195) 

em que tomamos p e q como os parametros independentes, definidos, conforme 
podemos notar, por p = - \ (fi 0 4- j6i + 2) e ^ = \ (ft - ft - 2). 

Aqui, a fungao peso nao tende a zero mais rapidamente que qualquer potencia 
de x. Nao precisa. Observando as passagens da demonstragao acima, vemos que 
os fatores (1 - x) e (1 + x) vieram da fungao logaritmo. Assim, como estamos 
considerando apenas o setor real, nao faz sentido a variavel % fora do intervalo 
[-1,1]. Podemos, entao, tomar w — 0 fora deste intervalo. 

Como mencionamos no initio, os polinomios com essas caractetisticas sao chama- 
dos de Jacobi de indices p e q e sao denotados por j' r , p ' q> (como tambem foi dito, 
os indices sao superiores para fazer distingao da notagao usada para as fungoes de 
Bessel). A equagao diferencial correspondente e 


(! “ x 2 ) ~ i(P b q + 2)x + p - q\ ^ + n{n + p + q + l)u n = 0. (16.196) 

Os polinomios de Gegenbauer, Chebychev e Legendre sao casos especiais dos po- 
lindmios de Jacobi, tambem definidos no mesmo intervalo [—1, 1], 


Gegenbauer : G” (x) = (x), 

Chebychev : T„(x) = 2 ' 2 '(x), 

Legendre : P n (x) = 1 (x), 


As respectivas equagoes diferenciais sao 


w(x) = (1 - x 2 ) m ; 

w(x) = (1 — x 2 ) -1/2 ; 

w(x) = 1. (16.197) 


d 2 G m dC m 

(1 - x )—[yt - 2 ( m + l )x-~- + n(n+2m -f 1)G™ = 0, (16.198) 

(1 -x 2 )^-^ + _ o (16.199) 

dx 2 - dx 

?,d 2 P n „ dP n . . 

(1 - ar )- 2x-^ + n{n + 1 )P„ = 0. (16.200) 

Para finalizar, so mencionaremos que todos esses polinomios formam conjuntos 
completos para o espago de Hilbert. 


[ 444 ] 



16. Equagoes diferenciais e-fungdes especiais 


16.10.1 Formula de Rodrigues 

A solugao do problems de Sturm-Liouville para polinomios e dada pela formula 
de Rodrigues. O fa to de termos a solugao de todas as equagoes diferenciais numa 
unica relagao e algo bem interessante. Chamando genericamente de u n a solugao 
de qualquer das equagoes, a formula de Rodrigues e 

1 d n 

u n = c n -~— (od’w), (16.201) 

zv dx n 

em que c n e uma constante arbitraria. Nao existe na literatura uma padrordzagao 
para fixa-la (embora nao se esteja longe disto). Adiantemos que a convengao ado- 
tada nas relagoes (16.45), (16.64) e (16.101) estao de acordo com as relagoes abaixo 
(que foram escritas segundo a convengao do Handbook of Mathematical Functions). 


H 


n 


-lW 


V 1 d H 
dx n 



(16.202) 


i e d n 

n ! X s dx n 


')> 


(16.203) 


r(M) 

In 


{-l) n 1 d n 

2 n n\ (1 -x)P(l +xydx n 


[ii-xy+Pii+x )”- 1 ? ], 


(16.204) 


C m — 


(-1)" 1 

f-i) 

|!(« -i 2 m — 1) 

i! 1 d n 

2 "" ! (2m — 1)! | 

f . -[\ 

n -\-m — 4 

g z / 

1 j (1 - x 2 ) m dx n 


\-xd 


n+m 


(16.205) 


j - x 2 ) l/2 — (i- x 2 ) 

in ~ 2 n {„ lV } dx”V ) 


d n 


n- 1/2 


-2 ! 


(16.206) 


Pn = 


•l) n d n 


2 n nl dx 




(16.207) 


A demonstragao de que (16.201) € solugao de (16.185), pode ser feita direta- 
mente. Vou apresentar abaixo algumas dessas passagens (fica como exerricio com- 
pletar o que estiver faltando). Visando a simplificagao algebrica, facamos 


„H — 1 


y = DC W = CCWCL 
lny = ln(aw) + (n — 1) lna 


y_ 

y 

xy r 


olw ol a a 

py + in-\)ytt!. 


<- (16.183) 
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Com o uso da formula de Leibniz [veja, por favor, a relagao (16.93)], calculemos a 
derivada de ordem (n -4-1) para cada termo da relagao acima (lembrar que D n a — 0 
para n> 3 e D n p = 0 para n > 2) 


D n+1 («Dy) = aD n+2 y + (n + l)DaD n+l y 


(n + 1 )n 


D 1 aD n y, 


2 ! 


D n+1 (py) = j6D" +1 y + (w +1 )DpD n y, 

D n i l \(n - 1 )yDa\ = {n - 1 )DaD n+1 y + (n - l)(n + l)D 2 aD w y. 

Juntando esses resultados e fazendo algumas simplificagoes, encontramos 


ccD n+1 y -f (2D* - /5) D' 11 J y - (« + 1) 
Dividamos todos os termos por zy. 


n -2 


D 2 a + D/3 


D”y = o. 


D 


n 1-2 


W 




zy 


n —2 


■D 2 x + Df, 


zy 


Desenvolvamos separadamente alguns dos termos acima. 


D" +1 y ^ D / D"y N 
zy \ w J 


+ ^D»y, 


zya 


w 



+ D 




+ 



Q”y ! ^-D^ D (D n y\ 

w a \ w ) 


Substituindo esses resultados na expressao anterior e desenvolvendo os coeficien- 
tes dos termos D(D n y/ w) e D n y/w, finalmente temos 


a ° 2 (^r) + p d (it) - i”( n - v°“> + 

o que mostra que D n U n zv)/w e realmente solugao da equacao diferencial do sis- 
tema Sturm-Liouville. 

E importante mencionar que poderfamos desen volver todo o estudo do sistema 
de Sturm-Liouville partindo (16.201), com zv(x) satisfazendo (16.183), ou seja, par- 
tiriamos diretamente dos polinomios. 
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16.10.2 Demonstra^ao das condi^oes (16.182) e (16.183) 

Calculemos primeiramente (/, Lg), 

/ A CO 

/*(*) [Lg{x)}w{x)dx 

-CO 

/ [-CO 

f* W + Pg' + yg)™** 

-CO 

/ +oo 

\{oLf*w)'g' + (£f*w)'g - 7/*H dx. 

-CO 

O calculo de (Lf, g) e i media to, basta permutar /* e g na relagao acima, 

f+CO 

(Lf, g) = (af*'gw 4- Pf*gzv)l2 ~ / [{*&*>)'f*’ + (few)Y* - ?/* H 

J — CO 

Assim, 


r h-co 

(/, l^) - (i/, s) = [(/V - /7) H-» - / K**)' -(/V - f'*) 

«/ —co 

Vemos, entao, que o operador L sera hermitiano se realmente as condigoes (16.182) 
e (16.183) forem satisfeitas. 

16.10.3 Demonstragao de (16.184) 

Usando a condigao (16.183) na equagao diferencial (16.178), temos 


ecu" + fill' + (7 — A )u =0 


au" + — (wa)'u' + (7 - A )u =0 

wan" + ( woc)'u' + (7 — A )zvu =0 
du 


dx 


(zva) 


dx 


+ (7 — X)zvu = 0 . 


O sistema Sturm-Liouville costuma ser caracterizado, tambem, pela forma desta 
equagao. Escrevendo-a para os polinomios u n e u* m , temos 


d_ 

dx 


(zva) 


du n 

dx 


d 

dx 


(zva.) 


du m 

dx 


+ (7 = 0 , 


+ (7 - A m )wm* = 0. 
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Multiplicando-as respect! vamente por u* m e u n e subtraindo os resultados, vem 


' dx 


/ % dliyi 

d : 

, . duL 


- u„— ; 
dx | 

r a) a j 


+ (An? )u m u n zv — 0. 


Agora, fagamos a integragao de — oo a +co do elemento diferencial obtido da re!a- 
cao acima. O resultado e 


u m Un) woi^ _ co + (A ra Ah) j u^Univdx — 0. 

J —CO 

O primeiro termo e zero devido a condigao (16.182). Como A m i= A n , temos que a 
relacao de ortogonalidade e verificada. 


16.10.4 Analise do caso quadratics com raizes complexas 

Devido a simetria (1), podemos escolher c\ tal que a 0 = 1. Assim, para o caso de 
raizes complexas, temos 


x{x) — (x — a)(x - a*), 

em que a e a 1 sao essas raizes. Fazendo o desenvolvimento a partir da expressao 
(16.190) temos. 


Assim, 


zok = Cexp 
— C exp 
= Cexp 


fax + fa 


dx 


(x - a)(x — a*) 

fa + a* fa 1 

a* — a x — a 
fa + a* fa 


fa + Q- fa 1 

a* — a x — a 


dx 


a* — a 


In (x-j 1 ) — A + gfi] In (.r - g ; 


a — a 


) 




2Ima 


x — a 


= C«^ 2 exp(- ^ + fcRe % rctg- 
V, 2 Ima 


Im <? 


x — Rea 


w — 


C&T 


exp 


fa + fa Re a 
2 Imfl 


arctg 


Ima \ 
x — Re a J 


Como podemos notar, w nao tende a zero mats rapidamente que qualquer potencia 
de x. O fa tor exponencial tende a uma constante e o fator inicial e um polinomio 
de grau fa —2. 
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16.11 Alguns complementos 

16.11.1 Sobre a normaliza^ao dos polinomios 

Vimos que todos os polinomios do sistema Sturm-Liouville sao ortogonais. Entre- 
tanto, a condicao de normalizagao tern de ser vista caso a caso. Verifiquemos os de 
Legendre. Usando a formula de Rodrigues (16.207), temos 



A ultima passagem e devida ao operador d ln /dx 2n ter atuado sobre um polindmio 
de grau 2 n. Falta so fazer a integragao. Embora seja conhecida, nao custa nada 
resolve-la. 



dx = I (x + l) n (x - 1 ) n dx 

r+l 


/ I lx ' I: '"h ' |' ( i 1 ' » 

-JTTT J C 1 (- + 1 )"A- 1 )"' 1 

2 n(n-l) 


( 1} (n + l)(n + 2) 


dx 

x 4-1)” -2 ( 
dx 


= (-l) 


= -(- 1 ) 

= H 0 


(2m)! 2m+ 1 


-1 


( 2 m )! 2 m + 1 
( 2 m + 1 )! ' 


l) n+2 dx 


(16.209) 


Substituindo na relagao anterior, vem 
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/_i Pn(x)P n (x)dx = 


In 


(16.210) 


Como vemos, os polinomios de Legendre, dados pela formula de Rodrigues 
(16.207), nao estao normalizados. Polinomios de Legendre normalizados seriam 


P n = 


(-1 ) n y/2n + l d n 


1 -X* 


(16.211) 


2 "i l n\ dx n 

Os polinomios de Hermite, dados por (16.202), tambem nao estao. Conside- 
rando que, no caso, a fungao peso e w = e~ ' ~, fica como exercicio mostrar que 



x ~H n {x)H n {x)dx = 2 n n\y/n . 


(16.212) 


Dal expressao normalizada dos estados correspondentes a versao quantica do os- 
cilador harmonico ser dada por (16.46). 

Idem para os de Laguerre (exercicio 16,25), 


/ +0O 

e~ x L n (x)L n (x)dx = (n!) 2 . 

-CO 


(16.213) 


16.11.2 Ortonormalidade dos harmonicos esfericos 

Aproveitando o-que foi desenvolvido acima para os polinomios de Legendre, fa- 
lemos da ortonormalidade dos harmonicos esfericos, mencionada na secao 16.6, 
conforme mostram as expressoes (16.97) e (16.98). Partindo, entao, da defini^ao 
geral de Y( m (9, <j>) dada por (16.96), temos 


f * 71 J* YprfYimSaiedOdt = C Vm .C lm f\ i{m - m 'Wd<p J*pf ‘Pj*sen0d6 

= 2 7i5 mm 'Ci'mCim f PyPj* sen 6 dd. 

A questao, entao, resume-se no calculo envolvendo os polinomios associados de 
Legendre. A ortogonalidade e obtida diretamente da equacao diferenciai desses 
polinomios, da mesma maneira que fizemos para os polinomios ortogonais do sis- 
tema Sturm-Liouville (fica como exercicio verifica-la). Tratemos apenas da norma- 
lizagao. Mudando para a variavel % = cos 6 , e usando a relagao (16.95), temos (vou 
usar tambem a nota^ao D para derivada em relacao a x), 


l^pmpn, dx = j 1 (j _ ,2 ym D mp iD mp idx 


J-l 


D m ~ 1 P l [(1 - x 2 ) m D m+1 Pi - 2mx{\ - x 2 ) m - 1 D m Pi\ dx = 
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= - j l { 1 - x 2 ) m ~ l D m ~ 1 P l [(1 - x 2 )D m {1 Pi - 2mxD" l P/j dx. 

Pela rela^ao (16.94), temos que a derivada de ordem m — 1 da equa^ao de Legendre 
e 

(l - x 2 ) D m+ 1 P/ - 2wxD m P; -t- [/(/ + 1) - m(m - 1)] D m ~ 1 P l - 0. 
Combinando com a expressao anterior, vem 

ppp; n dx = f*( 1 - [Z(/ + l) - m(m - 1 )] D^^dx 

= + 1 )] y 1 (l-x 2 )*" 1 (o m - 1 P / ) 2 dx 

= (/ + m)(/ - m + 1 ) j ^P” I_1 j dx. 

Como podemos notar, obtivemos uma relacao de recorrencia. Aplicando-a suces- 
sivamente, temos 


j y P^if dx =(! + «)(!-« + 1) P / m - 1 P / m ~ 1 dx 

= (/ + m)0-ratl)(/ + ffl-l)(l-m + 2) J P™~ 2 P™~ 2 dx 

= (I + m)(/ + m-l)---(/-m + l) J P t P l dx 

(l +m)\ f 1 n n j 

= 77 - 77 / P/P/ dx 

(l-m)lj -1 

_ (I + m)! 2 

~ (1 -m)! 21 + 1' 

em que, na ultima passagem, foi usada a relacao (16.210). Substituamos este resul- 
tado na expressao inicial, 

r 271 r 71 ' , o 

1 Jo 

Entao, os coeficientes dos harmonic os esfericos normalizados sao 


Qib = W 


/2I + 1 (i-«)! 


V 4?r (I + m)! ' 


como, de fato, mostra a relacao (16.98). 
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16.11.3 Teorema da adi^ao dos harmonicos esfericos 

Sejam dois vetores r(r, 9, <f>) e r'{r', 9', <p'), formando um angulo 7 entre si. O 
teorema da adigao dos harmonicos esfericos estabelece que 

Ajt 

p ,( cosy) = —— £ (16.214) 

Para provar esta relacao consideremos o vetor r' fixo no espago. Entao, P} (cos 7 ) 
pode ser expandido em termos dos harmonicos esfericos, dados em funcao dos 
angulos 9 e <p, tendo os angulos 6 ' e <p' como parametros, 

00 1 1 ' 

P/(cos 7 )=E E (16.2X5) 

V=Qm=-V 

Formalmente, esta relacao esta correta, pois e a expansao de uma certa funcao 
em termos dos harmonicos esfericos. Entretanto, no caso de P/ (cos 7 ), ha uma 
particularidade que o lado direito nao esta mostrando, e na questao do indice l. 
Nem todos os valores de V sao possiveis. Aperias os termos em que l' — l devem 
aparecer. O porque disto e facil de ser visto. Seja um sistema em que o eixo z esta 
sobre o vetor r' (que consideramos fixo). Assim, 7 toma-se o angulo polar usual. 
Neste caso, usando a expressao (2.41), temos 


V , 2 P/(cos 0) = 


_J_ d_ 

r 2 sen 9 dB 


j^senf? 



= — + l)P/(cos0). 

Na ultima passagem foi usada a equagao de Legendre. 

O operador V /2 esta referido ao novo sistema de eixos (em que o vetor r' esta 
sobre o eixo z). Voltando a posicao inicial, temos que V /2 = V 2 (pois V 2 = V • V) 
ere invariante tambem. Assim, P/ ainda satisfaz a uma equa^ao diferencial do 
tipo acima, isto e, ele ainda esta relacionado a um harmonico esferico de ordem l. 
Este resultado pode ser visto de outra forma. Quanticamente, l corresponde aos 
observaveis do operador L 2 (veja, por favor, a se^ao 11.2), que nao dependem da 
orientagao do sistema de coordenadas. 

Por outro lado, vemos que o mesmo nao ocorre com respeito a m, pois esta 
relacionado a proje^ao do momento angular sobre o eixo z (e isto depende da ori- 
enta^ao do sistema de coordenadas). 

Apos esses argumentos, temos que a relacao (16.215) pode ser reescrita sim- 
plesmente como 

P,(cos 7 )= £ A m (e', <r)Y,, m {e. <P). (16.216) 

m=—l 
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Agora, sim, notamos uma compatibilidade entre os dois lados da igualdade. Usan- 
do a ortonorma 1 idade dos harmonicos esfericos, vista na relacao (16.98) e discutida 
na subsecao anterior, temos 

5 m = / y;j«. (p) Pi (cos 7 ) dCi. (16.217) 

Consideremos, agora, a expansao de Yf m ( 6 , <p) em termos dos harmonicos es¬ 
fericos Yf m , ( 7 , 6 ), sendo 3 o angulo azimutal para o sistema em que r esta sobre o 
eixo z, 

-1-/ 

Y lm( e '<P)= £ B mm'Y* m '( 1, $)■ ( 16 . 218 ) 

m'——l 

Observe esta relagao e compare com o que foi dito acima. Apesar de termos o 
mdice m do lado esquerdo, o lado direito e um soma tori o nos diversos valores de 
m'. )a o mesmo nao ocorre para l. 

Usemos, novamente, a ortonormalidade dos harmonicos esfericos, 

B mm‘ = / Yfje, (p)Yj m> ( 7 , p) dO, (16.219) 

e fagamos m! = 0 , 

B >n0 = J Ylje, <P)Yto(y, 

= y'4^ J Y imi e > (p)Pi(cosy)dn. 

Comparando esta relacao com (16.217), temos 

(Q ! , <f> r ) y 2 ^- = , (16.220) 

e fazendo 7 = 0 na relagao (16.218), vem 

<P) - B m0 Y[ 0 ( 0, 0) = 

Assim, 


I 4tt 

B '"° = v 27+1^ ^ PY-o ■ < 16 - 221 > 

Combinemos (16.220) e (16.221), 

A jr 

A m(6 f , 4?) - 2fTl Y * m ^ (7/ <p(rr ' ° ■ (16 - 222) 
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Mas, no limite 7 —>• 0, os angulos 6 e (p, como fungao de 7 e ft, transformam-se em 
d ! e <p'. Fazendo esta substitui^ao em (16.222) e levando o resultado em (16.216), 
encontramos a relacao que querfamos demonstrar, 

Ait *"/ 

Pl(cO S1 ) = -r— £ 

16.11.4 Rela^Ses de recorrencia 

A formula de Rodrigues permite determinar os polinomios ortogonais com certa 
facilidade. Existem ainda relates de recorrencia, que tambem facilitam a deter¬ 
minate desses polinomios (bastando que se conhe^am os dois primeiros), alem 
de serem uteis nas passagens algebricas de muitos processos. Vamos deduzir es- 
sas relaqoes para o caso dos polinomios mais importantes. Usaremos a formula de 
Rodrigues. Comecemos com os de Hermite. 

Pela relagao (16.202), temos, para o polinomio Hermite de ordem n 4-1 [usa¬ 
remos a notacao em que D representa a derivada com respeito axe, em algumas 
passagens, a formula de Leibniz, relacao (16.93)], 

H n+1 = (-l) n+ V 2 D" + 1 a - x2 

= (— 1 ) MI V 2 o n (-2x<r* 2 ) 

- 2(—1)” e*' (xD n e~ xl + nDxD n ~ 1 e"* 2 ) 

= 2x(— If e x2 D n e~ xl - 2«(-lf- 1 e x2 D n ~ l e~ x2 
= 2xH n -2nH n _ 1 . (16.223) 

Para os polinomios de Legendre, a demonstrate e uma pouco mais rebuscada. 
Pela formula de Rodrigues, (16.207), temos 

= 2-n« + l)! P "[ 2(,, + 1):C( - l2 ~ 1) 1 

= jxD n (x 2 - 1)" + nD”-\x 2 - If 


[ 454 ] 



16. Equagdes diferenciais efungoes especiais 


Aqui, ao contrario do caso anterior, o ultimo termo nao permite uma identifica- 
cao com os polinomios de Legendre, mesmo que continuemos com o desenvolvi- 
mento. Temos de seguir por outro caminho. Apliquemos o opera dor D em ambos 
os lados da relagao acima, 

P' 11 =fe+^ + 2 „ (n 1 _ 1 )! D” (x 2 -lj" 

= Hi + xP' n + flP n 

= (« + l)P„ + xP'. (16.224) 

Para conseguir uma relacao de reeorrencia, teremos de usar a equacao diferencial. 
Assim, apliquemos o operador D mais uma vez. O resultado e 

P^_ 1 = (n + 2)P' n + xP^ 

Usando as equaqoes de Legendre, 

(l - a) P" - 2xP‘ n + n(n + 1)P„ =0, 

(l - * 2 ) f "11 - 2xP' n+l + (n + 1 )(n + 2)P n+1 = 0, 
e fazendo uso de (16.224), chegamos a (apos algumas passagens algebricas) 

{n + 1)P„- (x 2 - 1) P' + (n +1 )xP n , (16.225) 

que tambem pode ser escrita substituindo-se n por n — 1, 

nP n = (x 2 - l) P'_ a + nxP n ~i . (16.226) 

Finalmente, pela combmagao de (16.224)-(l6.226), encontramos 

{n + l)P n+ i = (2 n + l)xP„ - . (16.227) 

Fica como exericio mostrar a relacao de reeorrencia para os polinomios de La- 
guerre/ 9 ) 

(« 4- 1)I£ +1 = (2n + s + 1 - x)V n -(n + s )4_j. (16.228) 

(9) A forma das relates de reeorrencia esta diretamente ligada ao coeficiente usado na sua defingao. 
Por exempio, caso usassemos a formula dc Rodrigues para os polinomios de La guerre como sendo 
(adotada por alguns autores) 

L s „ x- s e z D n (x n+s e ~ x ) 

em lugar de (16.203), obterfamos 

K+i = (2n I s + 1 - jc)LJ - (n + s) 2 !*^ . 
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16.11.5 Fungao geratriz 

Sao fundoes cuja expansao geram os polinomios ortogonais. Nao entraremos em 
muitos detalhes, apenas citemos que para os polinomios vistos acima, temos 


0 


e~ t2+2xt = 


2 \-i/2 

2 xt+t 2 ) 
e -xtn-t 

(1 - t ) s+1 


f H n (x) 

h ' 

CO 

(i>0). 

(16.229) 

E p n(x)t\ 

r~-0 

cc 

(0 < t < 1), 

(16.230) 

n=0 

(0 <t<l), 

(16.231) 


em que t e um parametro cujos expoentes permitirao identificar os polinomios 
correspondentes. 

A comprovagao da veracidade dessas relacoes pode ser feita diretamente pela 
identificacao dos coeficientes da expansao com os polinomios conhecidos. Entre- 
tanto, podemos fazer isto de forma mais generica. Tomemos o caso dos polinomios 
de Legendre. Derivando ambos os lados de (16.230) com respeito ao parametro t, 
temos 


(x-t) (l-ixt+ey 3 ' 2 ^^- 1 

^ n 

=> (z-f)E = (l-2 xt + A^nPnt”- 1 

n V n 

=> E ( x ^n ~ Pji- i) $ n = TMn + 1)P«+1 ~ 2 nxP n + (n — l)P w _i] t . 

n n 

Igualando os coeficientes das potencias de t n de ambos os lados, vem 
(n + l)F„ n = (2tt + l)xP„ - nP„-i, 

que e relagao de recorrencia dos polinomios de Legendre, dada pela expressao 
(16.227). Fica como exerdcio fazer a mesma verificagao para as outras duas ex- 
pressoes. 

16.11.6 Formula de Mehler 

Ela esta relacionada ao somatorio do produtos de polinomios de Hermite, 


E H n (x)H n (x / 

n=0 


t” 

2 n nl 


exp 


2 txx f — t 2 ( x 2 + x 1 


1 — f 2 


(16.232) 
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e e importance no calculo do propagador quantico do oscilador harmonieo. Deixa- 
remos para fazer sua demonstragao quando tratarmos desta aplicagao, que oeor- 
rera no inicio do capltulo 20. 


16.12 Fungao gama e fungao beta 

16.12.1 Fungao gama 

Em alguns resultados das segoes anteriores, vimos a necessidade de o conceito de 
fatorial ser estendido a numeros nao inteiros. Isto e feito atraves da fungao gama 
(tambem chamada fungao fatorial), definida tanto no espago real como complexo, 

<• CO 

P(z) = / e^t^dt, Rez > 0. (16.233) 

Jo 

A condigao Rez > 0 e necessaria a fim de que a integral seja convergente (ja vere- 
mos detalhes). Observamos que para z nao inteiro ha uma linha d.e ramificagao de 
zero a infinito. 

A denominagao "fungao fatorial"e compreendida apos uma integragao por par¬ 
tes. Fagamos isto partindo da fungao F(z + 1), 

POO 

F(z + 1) = / e~*t z dt 

I CO /'CO 

= -e~ t t z \ +z e' t t z ~ 1 dt 

lo Jo 

= zr(z). (16.234) 

Na ultima passagem, usou-se que o primeiro termo e zero, para ambos os limites 
(no limite t — 0 isto so ocorreu devido a condigao Rez > 0), e a expressao da 
fungao gama (16.233). 

Observa-se no resultado acima o conceito usual de fatorial. Por isso, tambem 
costuma-se representar 


r(z + l)=z!. (16.235) 

Podemos facilmente verificar que P(z) e analitica para Re z > 0. Realmente, de 
(16.233) temos 


dV ^=re-‘t^ tdt . 

dz Jo 

Observamos que dY/dz existe para todos os pontos em que Rez > 0. Vejamos, 
agora, o que acontece para Re z < 0. Esta informagao pode ser obtida com o uso 
da relagao de recorrencia (16.234), 
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r(z) 


r(z + i) 

2 

r(z + 2) 

z(z + 1) 

_ r(z + n) _ 

z(z + l) ■ • • (z + n — 1) ' 


(16.236) 


Sabemos que a fun^ao F(z + n) e analitica para Rez > — n. Entao, para valores em 
que Rez < 0, temos que F(z) e analitica para Rez > —n exceto nos pontos z — 0, 
2 = —1,..., z = — n +1, nos quais possui polo simples. 

Consideremos um pouco mais a funcao gama, mas para variaveis reais, 


/*CO 

r(*)=/ = (z-l)L 

J 0 

Assim, 

/■CO 00 

r(l) = / g" t df = -e _t =1=0! 

./o 0 

=s* r(2) = ir(l) = 1 = 1! <- (16.234) 

=>- r(3) = 2r(2) = 2x1=2! <r- idem 

=> etc. 


De acordo com. (16.236), vemos que F(-l), r(— 2) etc. divergem. Podemos, tarn- 
bem, estender para valores de x nao inteiros. Por exemplo. 


eCO 

r(l/2) = / e~ t r ll2 dt 

J 0 

,oo 2 

= / e~ u u~ l 2udu t = u 2 
Jo 

fCO 2 

= 2 e~ u du 

Vo 

= >fn. 

A explicate da integra^ao na ultima passagem encontra-se na nota de rodape (1) 
do capitulo 4. Assim, usando a rela^ao de recorrencia (16.234), temos 

r(3/2) = ir(l/2) = i v / Z. 

r(5/2) =. 21 (3/2) = 
etc. 
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Usando ainda a mesma relagao, vem 


r(i/ 2 ) = -~r(-i/ 2 ) 

rC— 1 / 2 ) = -^r(-3/2) 
etc. 


r(-l/ 2 ) = - 2 r(l/ 2 ) - - 2 Vn 
n-3/2) = —|r(—1/2) = 


r(i/ 2 ) = -ir(-i/ 2 ) => r(-i/ 2 ) =- 2 r(i/ 2 ) =- 2 v^ 

r(-i/2) = -|r(-3/2) ^ r(-3/2) = -|r(-i/2) = /fn, 

£ o 3 

etc. 

Com isto, podemos esbo^ar um grafico de F(x) versus % (veja, por favor, a figura 
16.2). 


r(x) 
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16.12.2 Volume de uma esfera em D dimensoes 

Como disse, temos visto o aparecimento da funcao gama, atraves do fatorial de 
numeros nao inteiros, em alguns resultados das segoes anteriores. Um exemplo 
interessante do uso da fungao gama esta na expressao do volume de uma esfera em 
qualquer dimensao. Veremos a seguir como determina-lo. Apenas mencionemos 
que este calculo aparece em problemas de Fisica Estatfstica. 

De maneira geral, temos que o volume de uma esfera de raio R num espago D 
dimensional e 


O == 



r 


D—l 


dr 


ocp R d 
D ' 


(16.237) 


em que apr D_1 e a area da superficie esferica de raio r, sendo uma constante 
(que depende da dimensao do espago) a ser determinada. Para o caso usual tridi¬ 
mensional, a 3 = Arc, e vemos que a expressao (16.237) leva ao conhecido resultado 
| 71 jR 3 . O resultado acima tambem se aplica ao caso particular D — 2 (circulo), em 
que «2 — 2 tl. 

Para determinar a constante « D em qualquer dimensao, partimos de uma inte- 
gracao de volume em D dimensoes que saibamos fazer. Por exemplo, 

/ -I-oo /■+ co r+co ~ 7 t 

/ ■■■ e -i*t+*i+~‘+*b) dXl dx2 ... dx D , ( 16 . 238 ) 

-CO J — 00 J— oo 

que pode, tambem, ser escrita 



Como falamos na subsecao anterior, o calculo dessa integral esta explicado na nota 
de rodape (1) do capitulo 4. O resultado e 


I = n D/2 . (16.239) 

Por outro lado, escrevendo a integral (16.238) em coordenadas esfericas, ou melhor, 
hiperesfericas (na qual aparecera a constante flip), temos 


/*CO ? 

/ = / e~ r &vr D ~ l dr 

r 

2 Jo 
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A integrate acima e justamente a fungao gama, como mostra a relagao (16.233), 

l = ^r(D/2). (16.240) 

Combinando, entao, (16.239) e (16.240), obtemos o valor de ocp, 


1k DI1 

* D r(D/2)‘ 


( 16 . 241 ) 


Substituindo este resultado em (16.237), temos a expressao do volume de uma es- 
fera em D dimensdes. 


n D ^R D 


( 16 . 242 ) 


Considerando que r(5/2) = 3 a/7t/4 , obtido na subsegao anterior, mais uma vez 
vemos que para D = 3, temos o conhecido volume da esfera em tres dimensdes. O 
volume de uma esfera em quatro dimensdes e n 2 R 4 /2 . 


16.12.3 Fungao beta 

A fungao beta e definida pela integral 


B(a, b) = / f fl ' _1 (l - tf- 1 dt, Rea > 0 e Re b > 0 (16.243) 

Jo 

e tambem pode ser escrita em termos da fungao gama. 


B(a,b) 


mm 

r {a + b) ' 


( 16 . 244 ) 


Demonstremos esta igualdade. Aparentemente, pode parecer que nao faca sen- 
tido porque a integragao da fungao gama vai de zero a infinito e a da fungao beta 
vai de zero a um. O que podemos, sim, afirmar e que o t de ambas as relagdes e 
apenas uma variavel de integragao sem nenhuma ligagao entre si. Partiremos de 


/•CO nCO 

rffl)r(fr) = / e-'p-Ht \ e-Ppt’-'dt 

Jo Jo 

roo „ /-co . 

= 4 j e~J~y 2a ~ ] dy j e~ x x 2h y dx t = y 2 e p = x 2 

f CO poo ~ 

= 4 j j e-V-+y->x lb - l y 2a - l dxdy. 

Esta e uma integral de superficie por todo o quadrante x > 0 e y > 0. Vamos 
resolve-la por meio de coordenadas polares (x = r cos 6 e y = rsenO ). Veremos 
que e justamente na integragao em 0 (cujos limites nao serao mais de zero a infinito) 
que aparecera a fungao beta. 
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T(a)T(b) = 4 J^ 2 J^° e ~' 2j2b ~ l cos2b ~ l 0r2a ~ l sen 20 " 1 6rdrd6 

„ pTlI'l 

= 2 / e-^i^Y+h^dr 2 ' sen 2fl_1 0 cos 2 ^ -1 0 dO. 

Jo ' ' Jo 

Como vemos, a primeira integral (sem o fa tor 2 inicial) e V (a + b). A segunda e 
que esta relacionada a fungao beta. De fato, 

/ sen 20 " 1 $ cos 2i>_1 Odd — I' sen 21 a ~ 1 1 9 cos 2 ^ -11 0 sen 0 cos 0dO 

Jo Jo 

= \ f-Hi-tf-Ut 

2 Jo 

= §B(«, b), 

em que na segunda passagem fizemos sen 2 0 = t. 

16.13 Exercicios 


1. Desenvolver a expressao (16.11), fazer a redefinigao das constantes e mostrar 
que a forma da solugao (16.9) pode ser obtida. 

2. Proceder da mesma maneira em relagao a expressao (16.14), no caso de expo- 
entes imaginarios, e obter (16.15). 

3. No caso de as raizes da equagao deeorrente de (16.13) serem iguais, mostre que 
t tambem e solugao da equagao diferencial. 

4. Pela substituigao de (16.20) em (16.19), mostre que Be/3 sao dados pelas rela- 
goes (16.21) em (16.22). 

5. Obtenha o valor de a)f que torna maxima a amplitude da solugao (16.20), bem 
como o valor maximo dessa amplitude. 

6. Obtenha os primeiros polinomios de Hermite, dados por (16.45). 

7. Usando a condigao de normalizagao P/( 1) — 1, obter os primeiros polinomios 
de Legendre dados por (16.64). 

8. Mostre que o potencial criado por uma esfera de raio a , carregada superficial- 
mente com uma densidade a = <7o cos 9, e 
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tfint = 7 T~r COS 9 € fiext = COS 9. 

3eo 3t’ 0 r z 

Para o leitor ainda nao muito familiarizado com este setor do Eletromagne- 
tismo, as conduces de contorno sao: 

(a) Ujnt = finito para r —? 0. 

(b) Uext = 0 (ou outra constante qualquer) para r —> oo. 

(c) U mt — U ext para r = a (o potencial deve ser fungao contmua). 

(d) E rext — E rint — a para r — a (obtido diretamente da lei de Gauss). 

9. Substituir P™ por (1 — x 2 ) p vf l na relagao (16.91) e mostrar que vf r no lugar de 
d m P[/dx m , satisfaz a equagao diferencial (16.94) para p = m/2. 

10. Resolver a equagao de Laguerre, dada por (16.100), e obter os primeiros po~ 
lindmios. 

11. Obtenha a equagao associada de La guerre, (16.102). 

12. Fazendo a mudanga de variavel (16.111) na equagao (16.109), e usando a ex- 
pressao do potencial (16.110), obtenha a equagao (16.112). 

13. Mostre que a equagao diferencial (16.119) e obtida com a substituigao de (16.118) 
em (16.112) 

14. Obtenha a relagao (16.121) apos substituir a exp ansa o (16.120) na equagao di¬ 
ferencial (16.119). 

15. Mostrar que a solugao da equagao indicial s = —1/2 leva a solugao y’x cos cox 
para a equagao (16.130). 

16. Obter as solugoes de (16.124) partindo da expansao com o parametro s. 

17. Substituindo (16.141) na equagao diferencial (16.136), obtenha a relagao entre 
os coeficientes dada por (16.142). 

18. Ache a solugao das equagoes 
(a) y"-4ri/ = 0, 

W y" + \y' - a ^v = °- 
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19. Resolva a equagao de Chebychev, usando o metodo de Frobenius, 

(1-x 2 )y" - xy'+ n 2 y = 0, 

em que p e um numero inteiro positivo. Mostre que os polinomios de Cheby¬ 
chev Tn(x) sao (o coeficiente do termo de maior grau e 2” _1 ) 


Tq(x) = 1 
hW =x 
T 2 (x) = 2x 2 - 1 
T 3 (x) = 4x 3 - 3x 
etc. 

20. Substituindo 1/2(2)/ dado por (16.154),na equagao de Bessel para p — 0, xy" + 
y’ -f %y = 0, obtenha a relacao (16.155). 

21. Partindo de (16.149), obtenha a solugao /_ i (x), dada por (16.165). 

2 

22. A equagao de Laplace em coordenadas cilmdricas e obtida com o operador 
dado por (2.37), 

1 A ( AA ^ 1AA AA 

r dr \ dr ) ' r 2 dd 2 dz 2 
Mostre que a solugao da equagao com simetria em 2 e 


U(r,0) =A 0 -I- Cglnr 

CO 

+ E r n cos nO 4- B n r n sen nO + C n r n cos nO + D n r n sen nO) . 

n =1 

As quantidades 1, In r, r" cos nO, r n sen n$, r~ n cos n9 e r~ n sen nO sao chamadas 

harmonicos cilindricos. 

Apenas como ilustragao, mencionemos que a solugao do caso geral possui a 
seguinte forma: 


L l(r, 9, z) — [Anln(kf') + B n N n (kr )] [C n senh kz + D n cosh kz] 

x [E n sen n9 4- F n cos n$], 

em que J n ( kr) e N n ( kr ) sao funcoes de Bessel de primeira e segunda especie. O 
parametro k e para ser fixado de acordo com as condigoes de contorno. 
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23. Completar afgumas das passagens da demonstragao da subsegao 16.10.1, refe- 
rente a formula de Rodrigues. 

24. Verifique a relagao (16.212) para os polindmios de Hermite. 

25. Idem para a relagao (16.213), referente aos polinomios de Laguerre. 

26. Verifique a ortogonalidade dos polindmios associados de Legendre (com rela¬ 
gao ao fndice /). 

27. Obtenha a relagao de recorrencia para os polindmios de Laguerre dada por 
(16.228). 

28. De forma semelhante ao que foi feito na subsegao 16.11.5, para os polindmios 
de Legendre, faga a verificacao para as fungoes gera frizes dos polindmios de 
Hermite e Laguerre. 

29. Consideremos que f(9,<p) seja uma fungao do espaco de Hilbert. Como os 
harmonicos esfericos sao um conjunto complete de fundoes deste espago, te- 
mos 


CO • l 

f( e ' <p) = £ E 

1=0 m-~ l 

(a) Mostre que os coefidentes do desenvolvimento sao dados por 

L Y ‘ m(6, f)dn - 

(b) Mostre tambem que 


oc* +/ 


E E K,(e, mJ9', /) 

/ —0 ffl — l 


6{\9 - e')6(<f> - <p r ) 
send 


30. A transformagao de paridade no estado de uma particula e obtida fazendo-se 
r —r. Verifique que em coordenadas esfericas, isto cor respond e a 


r~¥r, 6 -> n-6 e <p -n -\-(p. 

Como podemos perceber, a paridade pode ser dada em termos dos harmonicos 
esfericos. Verifique tambem que 


Y lm{x-8, $ + <p) = (-l) l Y lm {8, <p). 


ou seja, nao depende de m. 
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Calculo Variacional 


Este assunto se constitui num dos mais interessantes e importantes dialogos que a 
Matematica pode fazer com a Natureza. No momento, apenas mencionemos que 
toda a Fisica Classica pode ter sua origem no princfpio da minima acao (Hamilton), 
SS — 0 (a que fomos apresentados no capitulo 14 - veremos mais detalhes no 
capitulo seguinte) e que a Fisica Quantica pode surgir devido as contributes fora 
da aqao classica (metodo das integrais de caminho, que sera tratado no capitulo 
20 ). 

A ideia do Calculo Variacional pode ser bem visualizada atraves do seguinte 
problema. Considere uma particula- de massa m, localizada inicialmente num 
ponto Pi. Sob a acao apenas do campo gravitacional, ela se desloca sobre uma 
superficie, sem atrito, ate o ponto ? 2 , no mesmo piano vertical de Pi (veja, por fa¬ 
vor a figura 17.1). De todas as trajetorias que a particula pode seguir, qual a de 
menor tempo? 



Figura 17.1. Coi~po de massa m indo de Pi ate ? 2 - 
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A primeira vista, o resultado pode ficai em desacordo com a intuigao. A tra- 
jetoria nao e a linha reta. E uma cicloide (ja falaremos mais). Este e um problema 
famoso, formulado em 1696 por Johann Bernoulli e apresentado a comunidade 
matematica. Consta que foi resolvido (alem dele) por seu irmao, Jacob Bernoulli, 
Isaac Newton, Gottfried Leibniz e l'Hopital (chama a atengao o numero de tao 
importantes matematicos convivendo numa mesma epoca). 

Costuma-se ver na literatura a afirmagao de que este problema, que ficou co- 
nhecido corao braquistocrona (palavra de origem grega que significa tempo mi- 
nimo), motivou o inicio do Calculo Variacional. Sendo isto verdade ou nao, o fa to 
e que, com certeza, motivou o seu interesse. Ja voltaremos ao problema, prime! ra- 
mente vejamos em que se baseia o Calculo Variacional. 


17.1 Fundamento do Calculo Variacional 

Consideremos uma certa fungao F cuja dependencia na variavel x seja, tambem, 
intermediada por y{x), y ! (x), y”{x) etc. No memento, vamos nos restringir apenas 
aos casos com y(x) e y'ix), 


F = F (y W/ y'i x )r x). (17,1) 

Tomemos a integral de F dx entre dois pontos, digamos A e B (de coordenadas 
x = a e x = b). Chamando-a de /, temos 

rb 

I = F (y{x), y'(x), x) dx. (17.2) 

J a 

E importante ressaltar que I nao depende da variavel de integragao x, mas, sim, 
do tipo de fungao y{x). Ou seja, para cada y(x) a integral tera um certo valor. 
E justamente neste tipo de dependencia funcional que esta o ponto de partida do 
Calculo Variacional. Ele se diferencia do Calculo usual porque nao esta relacionado 
diretamente a dependencia de uma fungao e sua variavel, mas a de uma outra 
fungao. Costuma-se reprcsenta-la como 


I=I\y\. 


(17.3) 


Diz-se que I e um funcional de y. 

Acredito que ja de para perceber o relacionamento deste assunto com o pro¬ 
blema da braquistocrona. Como o tempo que a particula leva para ir de um ponto 
a outro depende da trajetoria y(x), temos que ele e um funcional de y. Permanega- 
mos no formalismo do Calculo Variacional um pouco mais. 
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17.2 Equacao de Euler-Lagrange 

Seja a seguinte questao: Para que fun^ao y(x), que passa pelos pontos A e B, tem-se 
1 extremo (maximo ou rmnimo)? A figura 17.2 esclarece o que esta sendo pergun- 
tado. 



Figura 17.2. Das curvas que ligam AeB, qaal a que corresponds a I extremo? 


Por analogia com o Calculo Diferencial, e facil ver o caminho a ser seguido. 
Quando estamos interessados em determinar para que valor de x a funcao y(x) e 
um extremo, damos um acrescimo infinitesimal a variavel e procuramos para qual 
x temos 


dy — y(x + dx) — y{x) (17.4) 

igual a zero. 

Para os funcionais, so o conceito de acrescimo se torna diferente. Passamos 
para a curx^a infinitesimalmente proxima, y + by, e procuramos a variacao corres- 
pondente SI. A curva y(x) corresponded a um extremo se SI = 0. A notacao 
5y e para distinguir de dy. Sao quantidades fundamentalmente diferentes, como 
aparecem ilustradas na figura 17.3. Temos, tambem, que by e funcao de x. 

y ; 



Figura 17.3. Diferenga entre dy e by. 
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Vejamos como calcular 51. No intuito de tornar bem claro o que sera apresen- 
tado, consideremos, primeiramente, o caso mais simples, em que nao ha depen¬ 
dence de y 1 , 


i[y) = I F (y( x )' x ) dx - 

■hi 


Em analogia com (17.4), fazemos 


(17.5) 


51 = l\y + 5y) - I[y\ 

= I F (y( x ) + s y { x )> x ) dx - / F { y{x ), %) dx. 

Ja Ja 

A quantidade F (y(x), x ) e uma furtqao usual. Assim, 


F(y + 5y, x) = F(y, x ) + ^Sy. 


E a substituigao de (17.7) em (17.6) leva a 


& dF 

51 =L ^ x)dx - 


(17.6) 


(17.7) 


(17.8) 


Passemos para o caso do funcional I dado por (17.2). De forma semelhante. 


51 = % + 6y, y' + 5y'] - I[y] 

Vamos desenvolver separadamente a segunda integral. 


(17.9) 


dF . \ b fb dF 

= V dy l ~l Sy %' 

f b .. d dF J 
~ ~ Ja ^TxW^ 


(17.10) 
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Na segunda passagem, usamos o fato que os operadores 6 e d sao totalmente inde- 
pendentes (<$ e uma operagao em que x nao varia), por isso comutam. 


Sd - dS. (17.11) 

Na ultima, usamos a condigao de que todas as fundoes passam pelos pontos A e B. 
Portanto, 3y(x) = 0 tanto para x — a como x = b. 

Substituamos (17.10) em (17.9), 


51 


Ja \dy 


dx dy') 


3y(x) dx. 


(17.12) 


Nesta integragao, temos que 5y(x), embora infinitesimal, e uma fungao arbitraria 
de x. Assim, para que a integral seja nula, qualquer que seja a fungao infinitesimal 
5y{x), e preciso que o resto do integrando tambem seja nulo. 


df _ d_dF_ 
dy dx dy' 


(17.13) 


Esta equagao foi obtida por Euler em 1744 e e conhecida como equagao de 
Euler-Lagrange (o nome de Lagrange e devido ao seu trabalho na formulagao la- 
grangiana da Mecanica Classica). Ela representa a condigao de extremo para o 
funcional I, em que F = F(y,y / ). Discutiremos se e minimo ou maximo em cada 
um dos exemplos que iremos analisar. 

A generalizagao para F = F(y,y ! ,y", x) e feita diretamente (exercicio 17.1). 


17.3 Solugao do problema da braquistocrona 

Voltemos a figura 17.1 e consideremos, sem perda de generalidade, o ponto Pi na 
ori gem do sistema de coordenadas e a orientagao dos eixos como aparecem na 
figura 17.4. 


m 



Figura 17.4. Partkula partindo da origem do sistema de coordenadas. 
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O tempo que a partlcula leva para ir de P t a P 2 e 


hi 


f 2 ds 
h v 

f 2 \i{dx) 2 + (dy) 2 

Ji y/2j& 



(17.14) 


Para que t-] 2 seja um extremo (no caso, nao ha duvidas de que e um minimo), o 
integrando deve satisfazer a equacao de Euler-Lagrange. E apenas questao de um 
pouco de trabalho algebrico mostrar que (exerdcio 17.2) 


iyy" + y ' 2 +1 = o. (17.15) 

Esta nao corresponde a nenhuma das equagoes diferenciais que estudamos no ca~ 
pftulo anterior. Logo de inicio, vemos que e nao linear. Vamos resolve-la. Notamos 
que a variavel x nao aparece explicitamente. Para lidar com esse tipo de equagao, 
fazemos (l! 


y' = p(y) 


n /dp , dp 
y =p= ^ =p ¥' 


o que permite passar a uma equagao diferencial de primeira ordem, 

2yp % + pl+1 = 0 ■ 
cuja solucao nao apresenta dificuldades. 


(17.16) 


(17.17) 


1 dy 

ydp 


2 v 


p 2 +1 


In (ay) - - In ( p 2 

in a y{p 2 + 1 )] =0 

ay{p 2 + 1 ) = 1 


1) 


ib 

v ~ty 


(17.18) 


^Guardamos a notacao y', p 1 etc. para represen tar derivada em relagao a x. Nos denials casos, como 
em dp!dy, escreveremos a notacao explicitando a variavel. 
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em que a e uma constante (b = 1 la). 

O proximo passo e fazer a substitute de p por y r , o que leva a outra equagao 
diferencial de primeira ordem. 


y 


i 



<& = / y~ 

dy V b-y' 


A fim de tornar mais visivel a solugao, fagamos algumas mudangas de variavel. 
Seja y = u 2 a primeira. 


dx du __ u dx _ 2u 2 

dudy y/b - u 2 du \/ c 2 - u 2 ' 

em que c 2 = b. Obsen*amos que o radical desaparece ao fazer, por exemplo, u = 
c sen a, o que leva a 


dx 

da 


2 c 2 sen 2 a 
c 2 (l — cos 2a), 


cuja solugao e 


x = c 2 { a — - sen 2a ) + constante. 


Voltando as variaveis inidais, tern os 


(17.19) 


x = c 2 arcsen ^ ~ yj 2/( c2 — V)> (17.20) 

em que a constante indicada em (17.19) e zero porque estamos considerando a 
curva passando pela origem, como mostra a figura 17.4. A equagao (17.20) e a da 
cicloide. 

Normalmente, nao e esta a forma que aparece na literatura como equagao da 
cicloide, mas esta correta. Foi a que apresentei no meu livro de Mecanica (capitulo 
11, subsegao 2.2). Nao custa nada fazer o esclarecimento. Cicloide e a curva des- 
crita por um ponto da periferia de um circulo que rola, sem deslizar, sobre uma 
linha reta/ 2) como mostra a figura 17.5. A equagao desta curva pode ser facilmente 
deduzida atraves do detalhe mostrado na figura 17.6, pelo qual se obtem direta- 
mente as coordenadas do ponto A, 


r = R(0sene), (17.21) 

y = R{ l-cos0). (17.22) 

' 2) So a tftulo de ilustragao.. mendonemos que ha um tipo de ridoide em que a linha onde o circulo se 
apoia 6 outro circulo de raio maior. 
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Estas sao as equacoes parametricas da cicloide. Escrevendo em termos de y(x), 
vem (exercicio 17.3), 


x = R arccos ; 1 VX-\/ V (2R-y). (17.23) 

A equagao (17.20) corresponde a uma curva com concavidade para baixo. En- 
tretanto, ela foi deduzida com o eixo y orientado tambem para baixo (veja, por 
favor, a figura 17.4). Assim, os resultados (17.20) e (17.23) devem coinddir. Peio 
segundo termo dessas equacoes, vemos que a constante c 2 deve ser o 2 R. Com isto, 
a solugao (17.20), escrita em termos de R, fica 

x - 2R arcsen y ^ - \h( 2R ~ y)- (17.24) 



Figura 17.5. As posigdes sucessivas doponlo A descrevem a cicloide. 



Figura 17.6. Detalhe de um ponto da cicloide. 
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Ha uma aparente discordanda entre os primeiros termos de (17.23) e (17.24). 
E isto que resta para ser esdarecido. Voltemos as equacoes parametricas (17.21) e 
(17.22). Sabemos que se tirarmos o valor de 6 da segunda e substituirmos na pri- 
meira, obteremos (17.23). Concentremo-nos no primeiro termo de (17.21), que e a 
origem da discordanda. Emlugar de RO, tomemos 2R9/2e fagamos a substituigao 
nao de 9, mas de 9/2. Assim, de (17.22), temos 


COS 9 


_ R -y 

R 


2 9 2 ® 

=> cos - — sen - 
2 2 

? 9 

^ 1—2 sen~ - 

2 9 

=> sen j 

9 


= R-y 
R 

_ *-y 

R 

= X 

2 R 

— arcsen 



Como vemos, substituindo esta quantidade em IRQ/2 e gerado o primeiro termo 
de (17.24). Na verdade, podemos ver no desenvolvimento para a obtengao de 
(17.20) que o parametro a (introduzido para que a solugao da equagao diferencial 
pudesse ficar visivel) nada mais € que 9/2. 


17.4 Outros exemplos 

17.4.1 Menor distancia entre dois pontos 

A questao apresentada no inicio do capftulo, e tratada com detalhes na segao an¬ 
terior, poderia dar a impressao de que a resposta seria uma linha reta. Vimos que 
nao era. Mas aqui nao ha surpresa, a resposta e mesmo uma linha reta. Cabe ape- 
nas uma pequena ressalva, desde que a geometria seja euclidiana (veja, por favor, 
o exerclcio 17.4). 

Sejam A e B dois pontos quaisquer de um piano e tomemos as coordenadas xy 
para localiza-los. O comprimento de qualquer linha que vai de A ate B e 

^ab — j 4 ds 

= I y/(dx ) 2 + (dy ) 2 

= f B Jl + y' 2 dx. (17.25) 

J A 
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Como sabemos, a condigao de comprimento mmimo (aqui tambem nao ha duvidas 
de que o extremo seja mi'nimo) e que o integrando satisfaga a equacao de Euler- 
Lagrange, 

d_ 
dx 

=j> 

em que a e b tambem sao constantes. E a conhecida equacao da reta. 



y' = constante 
y = ax + b, 


17.4.2 Linha que gera superffcie de revolugao de menor area 

Na subsegao anterior, o resuitado foi o que esperavamos. Sabiamos que nao ha- 
veria surpresas. Nao tmhamos duvida de que a linha de menor comprimento, 
ligando dois pontos de um piano, e um segmento de reta. Agora, imaginemos esta 
linha reta girando em torno de um eixo. A superffcie de revolucao formada, que e 
a de um tronco de cone (podendo ser a de um cilindro num caso particular), nao 
e a de menor area. Pode ser que a intuicao volte a falhar... Deixemos, entao, que a 
Matematica ocupe o lugar de nossas intuigoes. 

Veja, por favor, a figura 17.7. A area gerada pelo elemento infinitesimal ds em 
torno do eixo y e 


dA = 2 rex ds, (17.26) 

que e a area lateral de um tronco de cone de raio medio x e aresta lateral ds (este 
resuitado Valeria mesmo que a aresta lateral nao fosse infinitesimal - em caso de 
duvida veja, por favor, meu livro de Mecanica, subsegao 11.2.3). Portanto, escre- 
vendo a forma ja conhecida do elemento de linha ds, obtemos a expressao que da 
a area da superficie de revolucao, 

fB ; - 

A = 2n j Xyjl+y 12 dx. (17.27) 

Pela equagao de Euler-Lagrange, tem-se a condigao de extremo (no caso, tambem 
mfnimo), 


xy r 

Ti+F 


■ a , 


(17.28) 


em que a e uma constante. Chegamos, entao, a seguinte equagao diferencial: 
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_ « _ 

d* Vx 2 - a 2 


(17.29) 


Faigamos uma mudan^a de variavel para eliminar o ra dical. Como x > a, urn a 
substituigao conveniente e x = a cosh 0, o que nos leva a uma simples equagao 
diferencial (exerclcio 17.6), 


cuja solucao e imediata. 



(17.30) 


y = a6 + b 

= a argcosh ~ 4- b, (17.31) 

em que b e outra constante. Na ultima passagem, voltamos as variaveis iniciais. 
Portanto, a curva que gera uma super fide de revolugao de area minima e a cate- 
naria (curva dada pelo cosseno hiperbolico). 


V 


ds 


A 


Figura 17.7. Geratriz de superfkie de revolugao 


Outro problema interessante, que pode ser resolvido com o Calculo Variacio- 
nal, consiste em apoiar um cabo flexlvel pelos seus extremos e determinar a equa- 
gao da curva que sera formada. Seus pontos irao se distribuir de forma tal que a 
energia potencial seja minima. Entretanto, nao podemos resolve-lo so com os co- 
nhecimentos acima porque agora ha uma condigao de vinculo (todas as curvas do 
formalismo variational devem obeder a condicao de comprimento constante). Na 
segao seguinte veremos como os vlnculos podem ser incluldos no formalismo. (3) 
Depois, trataremos de resolver este problema. 

tratamento de vfnculos tambem constitui um interessante e important® assunto no setor quan- 
tico, cuja mtroduqao ser& vista no capttulo 19. 
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17.5 Calculo Variacional com vmculos 


Voltemos d se<;ao 17.2, mais precisamente a relacao (17.12). Para a condigao de 
extreme, 51 = 0, tinhamos 


L^y-S)W) dx = °- (17 - 32) 

Naquela oportunidade, obtivemos a equacao de Euler-Lagrange, relacao (17.13), 
em virtude de 5y(x), embora infinitesimal, ser uma fungao arbitraria de x. Na 
presenca de vmculos, este argumento falha, ou seja, a fungao 5y(x) nao e mais 
arbitraria. Vejamos como lidar com esta situagao. 

Consideremos que o vinculo venha do fato de a fungao y(x) satisfazer a condi- 

gao 


8 1 G ( x ' y 1 ) dx = °- 

Ja 


(17.33) 


Assim, seguindo procedimento semelhante ao da obtengao de (17.12), temos 



8G 

dy 


d_dG\ 

dxdy 1 ) 


5y{x) dx = 0. 


(17.34) 


Multipliquemos esta relacao por A (parametro qualquer) e adicionemos o resultado 
a (17.32), 


[ly F+AG) -iw iF+XG) 


5y(x) dx = 0. 


(17.35) 


Continuamos com 5y(x) nao arbitrario, mas, agora, ha a presenca de um parame¬ 
tro livre. Com a introdugao deste grau de liberdade, a integral acima so sera nula 
se 


4 (F+AG) ~l¥ (F+AG) = a (1736) 

O parametro A e o prego pago pela existencia da condicao de vinculo. 

Antes de tratar do probiema mencionado no inicio, da curva descrita por um 
cabo flexivel preso pelos extremos, ilustremos com um exemplo geometrico. 

17.5.1 Probiema isoperimetrico 

Seja um fio inextenslvel de comprimento l. De todas as curvas planas fechadas, 
que podemos formar, qual a de maior area? Observe que temos agora um caso de 
maximo. 

Vimos, na secao 5 do capitulo 2, que o elemento de area subentendido pelos 
vetores redre 
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dA = ir x dr. (17.37) 

Sendo f o vetor posigao de um ponto da curva (fechada), escrevemos a sua area 

A = ~ r x dr. (17.38) 

2 Jc 

Cortsideremos que a curva esteja no piano xy, 

A = \ ^{xdy-ydx) k 

= ^ [xy' — y) dx k. (17.39) 

Daqui em diante nao escreveremos explicitamente o unitario k. Como a curva 
satisfaz a condigao de comprimento fixo, 

5 j y ; i + y !l dx = 0. (17.40) 

Portanto, para que A seja um extremo (no cas o / maxim o), deveremos ter a equagao 
(17.36) satisfeita, para F = \{xy’ -y) e G = yjl+y' 2 . Fica como exercfcio mostrar 
que 

Ay ,/ +(l+y /2 ) 3 ' 2 = 0. (17.41) 

Esta equagao e do tipo que vimos resplvendo {em que a variavel x nao aparece ex¬ 
plicitamente). Fazendo a substituigao de praxe, y' = p, fica tambem como exercfcio 
resolve-la. O resultado e 


(x-x 0 ) 2 + (y-yo) 2 = A 2 . 

Como vemos, a curva procurada e um cfrculo (resultado talvez esperado) de raio 
A e centro em (xq, \jq). Tendo em conta que o comprimento da curva e l, temos 
A = l/In. Os pontos xq e y 0 sao arbitrarios e, simplesmente, localizam a posicao 
do centro do cfrculo. 

17.5.2 Cabo flexfvel apoiado pelos extremos 

Agora, sim, voltemos ao problema do cabo de comprimento /, perfeitamente flexf¬ 
vel, de densidade uniforme p, e apoiado pelos extremos (veja, por favor, a figura 
17.8). Sua energia potential e 

v = pg f A y ds = pg J x *y \/n- y' 2dx - (17 - 42) 
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O vinculo de o comprimento do cabo ser constante resulta em 

fB i - 

6 y \ + y' 2 dx — 0. (17.43) 

Pelo que vimos no inicio da segao, devemos ter a equagao de Euler-Lagrange para 
a fungao pgy y' 1 -\-y' 2 + A y 1 + y /2 . Convenientemente, escrevendo o parametro 
A como —pgyo, chega-se a (exercfcio 17.8) 

i + y ,2 -(y-yo)y / ' = o. (17.44) 

Observamos, novamente, que ela e do mesmo tipo que estamos lidando. Tambem 
fica como exerdcio resolve-la. O resultado e 

y = i/o + bcosh | . (17.45) 

Vemos que a curva euma catendria. As tres constantes xq, i/g e h sao escolhidas de 
tal maneira que ela passe pelos pontos A e B e tenha comprimento l. 



X 

Figura 17.8. Cabo flexivel fixo nos extremos. 


17.6 Conclusao 

As aplicagoes do Calculo Variacional em Fisica nao sao, como podem dar a im- 
pressao pelos exemplos acima, isoladas e esporadicas. Como mencionei no inicio 
do capitulo, toda a Fisica Classica, incluindo ai a Teoria da Relatividade (Especial 
e Geral), emerge do principle de Hamilton, 

SS = 0. (17.46) 
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A Fisica Quantica, de certa forma, tambern esta relacionada a ele, pois incorpora 
as contribuigoes fora da agao classica. Este e um dos relacionamentos mais con- 
tundentes envolvendo as teorias classica e quantica e o principio da incerteza de 
Heisemberg. O processo de quantizacao levando em conta contributes fora da 
a^ao classica € chamado de integrals de caminho. 

A formulagao classica fornece, ainda, outra ponte para a teoria quantica, que 
e atraves dos parenteses de Poisson e, em casos mais especificos, dos pananteses 
de Dirac. Este processo e conhecido como quantizacao canonica, que vim os al- 
guns rudimentos no capitulo 10. Este paralelismo entre os tratamentos classico e 
quantico, de certa forma ja iniciado no capitulo anterior, no estudo do oscilador 
harmonico e atomo de hidrogenio, sera o nosso objetivo ate o final deste livro, 
Tudo isto se constitui, como veremos, num dos mais bonitos dialogos da Mate- 
matica com a Natureza. Como exemplo, antecipemos que a dimensao do espaco- 
tempo talvez seja maior do que quatro a fim de que nao haja conflitos com a teoria 
quantica no movimento das cordas relativlsticas. 

£ dificil encontrar na Fisica um principio com a amplitude do de Hamilton. 
Talvez, o de Galileo (sobre a equivalencia dos referenciais inerciais) e o da conser- 
vacao da energia. Entretanto, sao de naturezas diferentes. Sao princlpios que as 
teorias flsicas devem satisfazer, mas, ao contrario do de Hamilton, as teorias nao 
emergem deles diretamente. 


17.7 Exercicios 


1. Mostre que a condigao de extremo para o funcional 

/ = / F (y{x), y'{x), f(x), x) dx 

Ja 

€ dada por 

dF__d_ar . d 2 ef 

dy dx dy 1 dx 2 dy" 

Considereque, para x = a ex = b, tem-se Sy'(x) = 0e Sy(x) = 0. 

2. Obtenha a equa^ao diferencial (17.15). 

3. Partindo das equates parametricas da cicloide, (17.21) e (17.22), obtenha a 
retaqao (17.23). 

4. Mostre que a linha de menor distancia entre dois pontos sobre uma superficie 
esferica e um arco de clrculo com o mesmo centre da esfera (geodesica). 
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5. Resolva o problems da menor distancia entre dois pontos, sobre um piano, mas 
usando coordenadas polares (ds 2 = dr 2 + r^dB 2 ). 

6. Fazendo a substitui^ao de variavel x = a cosh 9 em (17.29), obtenha a equa^ao 
diferencial (17.30). 

7. Obtenha e resolva a equa^ao (17.41). 

8. Idem para (17.44). 

9. O principio de Fermat estabelece que se a velocidade da luz e dadct pot umafungao 
contmua u = u(y), a trajetoria da luz unindo os pontos (x-j, y L ) e (x 2 , M 2 ) em um 
piano e tal que a integral 


e urn mtnimo. 



2 ds 
u 


(a) Obtenha a lei de Snell a partir do principio de Fermat, isto e, mostre que 
sen (p/u — constante, sendo (p o angulo da tangente a cum com o eixo y. 

(b) Suponha que a luz caminha no piano xy, de tal maneira que sua veloci¬ 
dade seja proporcional a y. Entao, prove que os raios emitidos de qual- 
quer ponto sao clrculos de centro no eixo x. 
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Como ja foi mencionado, toda teoria classica ou quantica esta associada a um fun- 
cional S, chamado agao. O principio de Hamilton estabelece que a dinamica do 
setor classico emerge de 


SS = 0. (18.1) 

Falamos, tambem, que uma das maneiras de lidar com o setor quantico consiste 
em incluir todas as contribuigoes fora da regiao classica (metodo das integrais de 
caminho). Tudo isto, bem como seus desdobramentos, sera nosso objetivo a partir 
de agora. 

No presente capitulo, concentrar-nos-emos na explicagao das agoes das diver- 
sas teorias classicas. Acredito que o mais ilustrativo seja comecar com a parte que 
engloba a regiao de atuagao da Mecanica Newtoniana. Isto permitira uma compa- 
ragao direta com resultados que geralmente sao bem conhecidos. Assim, inicial- 
mente y trataremos da particula livre nao relativistica e, tambem, movimentando-se 
sob a agao das interacoes gravitadonal e eletromagnetica. (l ' Depois, passaremos 
para a particula relativistica, caso livre e, tambem, sob as mesmas interagoes. Por 
ultimo, mostraremos, de forma sucinta, como o Principio de Hamilton e aplicado 
aos campos. 


18.1 Particula nao relativistica 

Esta e a regiao onde a Mecanica Newtoniana atua. A agao correspondente e 

’ 11 Para algiins detalhes especfficos do desenvolvimento, veja, por favor, meu livro de Mecanica, a 
partir do capitulo 12. 
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S = f h (T - V) dt, (18.2) 

Jt i 

em que Tea energia cinetica da partfcuia e V a sua energia potencial. Tudo que 
as leis de Newton fornecem sobre o movimento da partfcuia pode ser descrito, 
alternativamente, a partir da agao acima e do princfpio de Hamilton. 

A primeira reagao para quern se depara com isto pela primeira vez e, de ma- 
neira geral, simplesmente externar: Por que? Encerrando af todo o amplo sentido 
do questionamento. Comegaremos a resposta pelo caso mais simples, a partfcuia 
livre. 

18.1.1 Partfcuia livre nao relativfstica 

Entao, tornando o questionamento acima mais especffico, a pergunta que passare- 
mos a responder refere-se ao por que de a agao da partfcuia livre nao relativfstica 
ser 


S 



(18.3) 


Nao vamos responder logo. Primeiramente, usemos o princfpio de Hamilton e 
tiremos algumas conclusoes. Depois, voltaremos com as explicagoes. 


SS = 0 
dt = 0 


&(*&) 

I**’ 

J Xj d d%j = 0 

J ±i dSxj — 0 

J [d(xi Sxj) — d±i Sxj] — 0 

r* 


• dXi dt — 0 


Sxi dt = 0 


Xj Sxj = 0 

x f = 0 

X; — constante. 


(18.4) 


A antepemiltima passagem deve-se aos Sxj serem funcoes (infinitesimals) arbitra- 
rias de f; e a penultima, por serem quantidades independentes. Como vemos, o re- 
sultado acima e totalmente consistente: a partfcuia livre move-se com velocidade 
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constante. Para obtencao de (18.4) poderiamos ter usado diretamente a equa^ao 
de Euler-Lagrange, mas acho importante nos acostumarmos com as operacoes de 
variagao funcional tendo em vista o que vira mais adiante. Tarnbem, nao custa 
mencionar, estamos usando a convencao e notagao introdu 2 idas no infcio do pri- 
meiro volume, capftulo 1. 

A consistencia do resultado encontrado e, ainda, muito pouco para justificar a 
agao da particula livre como um funcional da energia cinetica. A primeira questao 
e o resultado independer do fa tor \m. Poderia ser qualquer constante. Daqui a 
pouco, volto a esta parte. Ha um outro ponto que, no momento, merece mais 
nossa atencao. Para se chegar a conclusao de que x, = constante, poderiamos ter 
partido de outra a<;ao, por exemplo, 

S = cl [ h v 4 dt, (18.5) 

Jti 

sendo cl uma constante qualquer. De fato. 


SS = 0 


J v 2 5v 2 dt — 0 

J v 2 %i Sxi dt = 0 
sxidt= ° 

jt (^O = 0 

(”■) 


d_ 

dt 


= 0 

v 2 Xj = constante. 


Como v 2 e dado em termos de Xj, temos que — constante. Assim, parece ha¬ 
ver um enorme grau de indetermina^ao, mesmo sendo na agao da particula livre. 
Apesar de haver certa coerencia nesta conclusao, nao e bem assim... 

O principio de Hamilton, aplicado ao campo de atuaqao da Mecanica Newto- 
niana, substitui as leis de Newton. Entretanto, ele nao esta acima do principio de 
Galileo. Isto significa que deve ser o mesmo para qualquer referendal inercial. No 
caso da particula livre, so uma agao escrita em termos do quadrado da velocidade 
satisfaz ao principio de Galileo. Vejamos os detalhes. fomemos a agao. 


S = cl I v 2 dt. (18.6) 

Passar de um referencial inercial a outro, no caso nao relativistico, corresponde a 
mudanga de velocidade. 
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v v' — v — V, 

era que V e constante (v ev' sao, em prindpio, arbitrarias). Fagamos, entao, essa 
mudan<;a na agao (18.6), 


S' = a 



(18.7) 


O tempo nao muda na transformacao de Galileo. Queremos mostrar que o princi- 
pio de Hamilton e o mesmo, tanto para a agao (18.6) como (18.7), 


ss '=L *$*-*) 


dt 


dv 2 — 2V ■ Sv ) dt. 


Concentremo-nos no segundo termo. 



V • Svdt 


Vi 

Vi 



dx, dt 
d Sxj 



= 0 . 


O segundo termo nao leva a nenhuma contribuigao, pois corresponde a uma deri- 
vada total e 6xj(t) e zero nos extremes. Portanto, quando a acao e um funcional do 
quadrado da velocidade, SS' = 3S — 0. Podemos verificar que para o caso (18.5) o 
mesmo nao aconteceria (exerricio 18.1). 

O porque ainda sem resposta e quanto ao fator inicial. Se pode ser qualquer 
um, por que escolhemos a = 

Relembremos o que ja foi feito. Vimos que a a<;ao da partfcula livre, consis- 
tente com os principios de Hamilton e Galileo, e proporcional ao quadrado da 
velocidade. Entao, os ingredientes que temos, ate aqui, sao coordenadas espa^o- 
temporais e, consequentemente, velocidade. Nada impede que esque^amos tudo 
da Mecanica Newtoniana e fagamos novas defmigoes e introduzamos outros pa- 
rametros. Isto nao acrescentaria nada, muito menos faria sentido. Assim, como a 
energia cinetica e uma quantidade bem conhecida, nao ha porque deixar de rela- 
cionar o parametro a com \m e, em lugar de dizer que a agao da particula livre se 
baseia numa funcao proporcional a v 1 , dizemos, de forma mais familiar, que ela e 
um funcional da energia cinetica. 
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18.1.2 Partlcula com intera^ao 

Agora, e natural que a agao, alem da energia cinetica, contenha urn termo que 
caracterize a interacao. O formalismo nao e autossuficiente para dizer a sua ex- 
pressao, da mesma maneira que a Mecanica Newtoniana tambem nao era. Sua 
determinagao e a partir de investigagao na Natureza. Na Mecanica Newtoniana, 
isto era feito atraves da forga. Aqui, sera pela energia potencial (mantendo o nome 
familiar). Por que T —VI E nao, T -\-V,T + 2V etc.? A resposta tambem e simples. 
Sabemos que a expressao da energia potencial foi definida na Mecanica Newtoni¬ 
ana com a forga de interacao vend a de — grad V. O sinal menos e convencional, 
como poderia ter sido, tambem, com a presenca de qualquer constante. Assim, 
para manter a terminologia ja conhecida, temos que a agao dever confer realmente 
T — V pois, desta forma, o principio de Hamilton levara a uma equagao de movi- 
mento compativel com o que e observado na Natureza, 

i C(l mv2 - v ) dt=o 

=>• f (mxi Sxi — diV 5xj) dt = 0 

« X 

=>■ J (mxi + di V) 8x{ dt = 0 

=>■ (mxj + 3,-V) Sxj — 0 

=^> mxj = — djV, ( 18 . 8 ) 

que e a mesma equagao oriunda da aplicacao da segunda lei de Newton. Nao 
poderia ser de outra forma. O formalismo e diferente, mas a Fisica e a mesma. 

Na relagao (18.8) esta inserida toda a interacao gravitacional (proxima ou longe 
da superficie da Terra, ou de qualquer outra fonte), 

v = m XV' 

_ GMm 

y y 

r 

que sao relagoes bem conhecidas. Poderiamos ter o oscilador harmonico 
semos 


(18.9) 

(18.10) 

se tomas- 


1/ = i kx 2 . (18.11) 

A interagao eletromagnetica tambem esta incluida na mesma agao (18.2), mas 
para uma extensao da energia potencial (sem contrapartida na Mecanica Newto¬ 
niana) da forma 


V = V (r, v). 


(18.12) 
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O principio de Hamilton, neste caso, fomeee 


5 j ( \mip- — V(r, v) j dt = 0 
■>h \ 2 / 

f 2 { dV \ 

j ^ m±i Sii — diVSxj — — SxA dt = 0 


f ( m * +d - v -^Q sx > dt =° 


, „ d dV 
mXl = - d , v+ - w . 


(18.13) 


V = Cf(b — -A • v. 
c 


(18.14) 


Tem-se que o lado direito de (18.13) e a forga de Lorentz (exercicio 18.2). As quanti- 
dades <pe A sao os conhecidos potenciais escalar e vetor da teoria eletromagnetica. 
Estamos usando o sistema gaussiano de unidades, comum nesta parte e na area 
cientifica. 

18.1.3 Quantidades conservadas 

Na Mecanica Newtoniana, quando determinada componente da forca resultante 
e nula, temos que a respectiva componente do momento linear e constante. Idem 
para o momento angular em rela^ao ao torque resultante. No caso de formas conser¬ 
vatives, temos, tambem, a conservagao da energia total (cinetica mais potencial). 
No formalismo ora apresentado, tudo isto continua aparecendo mas por meio de 
outros argumentos. Para entende-los, consideremos que a agao, nao necessaria- 
mente de uma so particula, seja escrita como 


S = f L{q if fy, t) dt. 
Jti 


(18.15) 


A fun^ao L(qi, cji, t) recebe o nome de lagrangiana. Cada coordenada qj representa 
um grau de liberdade. Essas coordenadas podem ser as cartesianas, que temos 
usado com frequencia, bem como as esfericas, cilindricas, parabolicas... Enfim, 
qualquer uma, mesmo sem nome especifico. Por isso, q-; costuma ser chamada de 
coordenada generalizada e q,, velocidade generalizada. 

Usando o principio de Hamilton para a a^ao acima e os mesmos argumentos 
de desenvolvimentos semelhantes, vem 


ft 


Sqi(t) dt = 0 


[ 488 ] 



18. Aplicagdo: Prindpio de Hamilton 







d_8L\ 
dt dq t ) 
3L _ 
dqt 


%(*) = 0 


3L 

34 


(18.16) 


que e a equacao de Euler-La grange, a que ja fomos apresentados no capftulo ante¬ 
rior. Esta e a razao do nome lagrangiano nesse formalismo. 

Um principio de conservacao pode ser diretamente obtido da relagao (18.16). 
Notamos que se tivermos dL/dqj = 0, a quantidade. 


Pi = (18.17) 

dqi 

chamada momenta canonico, e constante. Is to acontece quando a coord ena da cp 
nao figura na iagrangiana, possuindo, consequentemente, uma simetria em relagao 
a esse grau de liberdade (que toma o nome de coordenada cfclica). O momenta 
canonico pode coincidir com o momenta linear usual, momenta angular, ou outra 
quantidade sem correspondencia na Mecanica Newtoniana. Por exemplo, no caso 
da particula de massa m e carga q movendo-se numa regiao de potencial eletro- 
magnetico (p e A, temos que a Iagrangiana e [veja, por favor, o desenvolvimento 
para obten^ao de (18.13), a relagao (18.14), bem como o exercicio 18.2] 


1 9 q t* _ 

L = -mv — q<p + ^A ■ v. 

Usando a definigao (18.17), obtemos 


(18.18) 


p = (18.19) 

- c 

O termo qA /c nao aparece no momenta da Mecancia Newtoniana. 

Ha mais uma quantidade que pode ser conservada, a hamiltoniana, cuja defi- 
rtigao e 


H = pfii - L. 

A condigao para sua conservacao e obtida diretamente, 


(18.20) 


dH 

dt 


31 3L.. 3L 


t d_ 3L 

\ dt dq { 




3 L 
a t‘ 


3L 

at 


(18.21) 


Na ultima passagem usou-se a equacao de Euler-Lagrange, (18.16), e a definigao de 
momenta, (18.17). Vemos, entao, que se a Iagrangiana nao depende explicitamente 
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do tempo, a hamiltoniana e constante (nessas condicoes, € a energia total). Fica 
como exercicio fazer tal verificagao para as lagrangianas ja apresentadas. 


18.2 Particula relativistica 

No caso anterior, particula nao relativistica, vimos que o principio de Hamilton 
deveria ser valido para qualquer referencial inercial. Aqui, de acordo com o que ja 
estudamos no capltulo 14, deveremos separar os casos sem e com gravitagao. No 
primeiro, continua a mesma validade, mas o que leva a mudanga entre os referen- 
ciais sao as transform a goes de Lorentz. Na presenga da gravitagao, a equivalencia 
e para todos os referenciais, acarretando uma geometrizagao nao linear do espago- 
tempo. Como de praxe, comegaremos, gradativamente, a partir da situagao mais 
simples. 


18.2.1 Particula livre relativistica 

Para escrever a agao correspondente, alem de considerar a invariancia sob trans- 
formagao de Lorentz, temos que o limite nao relativistico deve coincidir com o que 
vimos na segao anterior. Partiremos da agao 


S 



(18.22) 


em que cc e um parametro (a ser fixado) e ds e um elemento de linha no espago 
quadridimensional, sem gravitagao. 


ds 2 = tjf{ V dxF dx v , (18.23) 

sendo rjuv o tensor metrico, 

{ +1 se u = v = 0, 

-1 se p = v= 1,2, 3, (18.24) 

0 se p i- v, 

que foi amplamente utilizado nas diversas aplicagoes do volume I. 

Com isto, a invariancia de Lorentz esta garantida (nao havia muita escolha). 
A compatibilidade com o caso nao relativistico levara a fixagao do parametro a, o 
que ja foi feito no capitulo 14. Nao custa repetir. 


S 



-dr 2 
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(18.25) 


como podemos notar, a compatibilidade com o caso nao relativistico leva a a = 
— me. A agao da particula livre, entao, deve ser 


S - 



(18.26) 


Usaremos, agora, o prindpio de Hamilton na aqao acima. Antes disso, facamos 
um comentario. A acao (18.26) e, como ja mencionamos, invariante de Lorentz. 
Nas passagens para se chegar a relacao (18.25), separamos o elemento infinitesimal 
dt, que nao possui a mesma invarianda. Assim, o ter mo com a raiz quadrada. (que 
e a lagrangiana) tambem nao e invariante. Nao nos preocupamos muito com isto, 
pois estavamos a procura do limite nao relativistico (em que dt e invariante). No 
uso do prindpio de Hamilton na a^ao (18.25), trabalharemos com ambos os termos 
(lagrangiana e intervalo de tempo) invariantes. A maneira natural de se conseguir 
isto e usando o intervalo de tempo proprio. 


sendo 



(18.27) 



(18.28) 


que sao grandezas ja apresentadas no volume I (veja, por favor, a segao 7.3). 

A primeira vista, parece um contrassenso tal substituigao, pois u^u’ 1 = c 2 , cons- 
tante! Em verdade, este problema nao existe, pois tal igualdade vem de ds — c dr e 
isto so acontece sobre a trajetoria classica, isto e, apos o uso do principio de Hamil¬ 
ton. De fa to, como podemos no tar no desenvolvimento abaixo, nao ha incoerencia 
alguma em usar o principio de Hamilton na a^ao (18.27), 


5S=0 


=> j/ (uuiH) 

=> f~ KO 

=> ^ d [(u }l u fi ) 


1/2 


u v 6u v dr ~ 0 


-i/2 


u v d Sx v = 0 


- 1/2 


Sx v = 0 
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f 2 ( u\— 3/2 duP , - 1/2 du v 1 t , 

==> j - [Up u?) Up — u v + [UpU 11 ) dr = 0 

=> (u f u } T 3/1 U P% Uv - U P Upd ^ 3%V = 0 

=> Up Uv - u p u f> = 0. (18.29) 

1 dr * dr 

Na ultima relacao, estamos sobre a trajetoria classica da particula. Temos, entao, 
que UpiV — c 2 e u p duP/dr = 0. Assim/ 2 ) 

/p = 0 , ( 18 . 30 ) 

dr 

que e um resultado consistente com a condicao de particula livre. 

Na relacao (18.27), podemos identificar a lagrangiana. 



(18.31) 


Consequentemente, temos o quadrimomento 



(18.32) 


O sinal menos na expressao inicial se deve a metrica que estamos usando (fala- 
remos mais na subsegao seguinte). Vemos que o quadrivetor contravariante p 1 ' e 
obtido atraves da derivada em relacao a um vetor covariante. Assim, em virtude 
da metrica, teremos uma mudanca de sinal na parte espacial (o sinal menos e jus- 
tamente para compensa-la). 

Tomando as componentes do quadrivetor velocidade. 



(18.33) 


e lembrando que as componentes do quadrivetor momento sao 


(18.34) 

temos as conhecidas expressoes da energia e momento da particula relativistica, 

• 2 *Se tivesscmos contraldo (18.29) com u v , obterlamos a identidade 0 = 0, nada mais do que isso, nao 
significando nenhuma impossibilidade na obtengao de (18.30). 
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E = 


me 2 



mv 



(18.35) 


(18.36) 


Para concluir esta subsegao, voltemos ao que foi dito apos escrever a relagao 
(18.26), quando falamos sobre a covariancia. Naquela oportunidade, tivemos o 
cuidado de escrever um intervalo de tempo que fosse invariante (tempo proprio) 
e, assim, a lagrangiana correspondente tambem era invariante. Entretanto, nada 
impede de escolher urn certo referencial e usar um intervalo de tempo dt qualquer 
em lugar do tempo proprio. Neste caso, a lagrangiana 


L = -mc 2 yl - 4 , (18.37) 

nao e um escalar de Lorentz. Nao podemos, portanto, obter o quadrimomento a 
partir dela, como foi feito pela lagrangiana (18.31). Momento e energia sao obtidos 
separadamente. O primeiro vem da defini^ao usual. 


3L 



e a energia, da hamiltoniana (que nao e fun^ao explicita do tempo). 


(18.38) 


H = p ■ v — L 


mv 2 



me 


V 


V 2 

~rE 



(18.39) 


18.2.2 Uso de outra metrica 

Fizemos o desenvolvimento da subsecao anterior utilizando a mesma metrica do 
primeiro volume. Poderiamos ter escolhido outra. No caso, espaco sem curvatura, 
a opgao seria 
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{ —1 se }i = v = 0 , 

+1 se p =v = \,2, 3, (18.40) 

0 se }t 7 ^ v. 

Normalmente, num artigo cientifico, ou num livro texto visando a apresentagao de 
determinado assunto especifico, e de praxe serem estabelecidas, logo no initio, a 
metrica e a convengao que serao adotadas. Este e, sem duvida, um procedimento 
importante pois permite o cuidado a ser tornado ao comparar calculos e resultados 
entre artigos e livros com metrica e convengoes diferentes. 

Entretanto, para um livro texto de aplicagao ampla e da natureza do nosso, nao 
ha necessidade seguir padronizagao semelhante (acredito que nem caberia). Alias, 
e o que temos feito, por exemplo, no tocante aos sistemas de unidades. E comum o 
uso do Sistema International na Ei'sica Basica e o Gaussiano em textos mais avan- 
gados e cientificos. Assim, tive o cuidado de adotar o sistema mais adequado de 
acordo com o exemplo apresentado. 

Nesta subsegao, mostraremos como seria.o desenvolvimento anterior com o 
uso da metrica (18.40). Qualquer uma pode ser adotada, mas costuma-se ter pre- 
ferencias, dependendo do assunto ou, o que e bem comum, do gosto do autor. 

As mudangas para o uso da nova metrica nao sao muitas. O elemento de linha 
ds 2 passaria a 


ds 2 = -rfrtvdx 1 * dx v (18.41) 

a fim de permanecer definido positivamente para v < c. O que leva a mesma agao 
(18.26) com o parametro a tambem fixado em —me. Por outro lado, em lugar da 
lagrangiana (18.31), teriamos 

I = ~mc\j-XfiXf* (18.42) 

e o quadrimomento p }i nao precisaria de um sinal menos relativo como foi feito 
em (18.32). No caso, 




0L 


= mu 


Os demais desenvolvimentos sao feitos de forma semelhante. 


(18.43) 


18.2.3 Particula sob intera^ao gravitacional e eletromagnetica 

No caso gravitacional, nao faz sentido escrever um potencial como o da relagao 
(18.10), abaixo repetido, 

v __GMm 
r 
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pois uma interagao instantanea entre dois pontos nao e compativel com a Relati- 
vidade. A maneira que Einstein encontrou para resolver este problema foi a ge- 
ometrizagao do espago-tempo, conforme descrevemos no capitulo 14, em que o 
elemento de linha passa a depender de cada ponto. 


ds 2 = gf t v(x) dx F dx v . (1B.44) 

Com esta modificagao, o principio de Hamilton leva a uma generalizagao de (18.30). 
Vamos apenas escrever o resultado (veja, por favor, os detalhes das passagens na 
segao 14.6, bem como as definigoes). 


du^ 

— + r ^ v iHu v = 0. (18.45) 

Na segao 14.6 tambem foi mostrado que esta relagao e compativel com. o limite 
newtoniano (nao relativistico) correspondente ao potencial (18.10). 

Ja no caso da interagao eletromagnetica, observando a versao nao relativistica, 
cuja lagrangiana e dada por (18.18), vemos que a interagao nao se processa como 
em (18.10). Ela esta relacionada a um ponto onde existe um campo eletromagne- 
tico, caracterizado pelas quantidades <pe A que, alias, sao componentes de um qua- 
drivetor. Com isto, observando a forma do potencial nao relativistico (18.18), nao e 
diflcil inferir que a agao da partlcula relativistica de carga q e massa m, movendo- 
se numa regiao do espago-tempo onde existe um campo eletromagnetico A }i , € 
[estamos usando a metrica anterior, dada por (18.24)) 

S = — j (mcds-P . (18.46) 

Aqui, tambem, poderlamos escolher um certo referenda! e escrever a agao como 



q<p + 4 A ■ v 


dt 


(18.47) 


e fazer os desenvolvimentos a partir dal. Isto fica como exerclcio. Trabalharemos 
diretamente com a formulagao covariante dada por (1S.46). Calculemos, primeira- 
mente, a equagao de movimento. 


(5S — 0 


/ ( MC V“ 


pul 1 + ) dr — 0 


J me ( u v u v )~ 1/2 u F 5u }l 4- ^ SApU? + ~A fl Su? 


dr — 0 . 


(18.48) 


Vamos desenvolver os termos acima separadamente. O primeiro e similar ao que 
ja foi feito para a obtengao de (18.29), 
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me l (u v u v 


i —1/2 


—3/2 


UybuP dx — me J (upUP) 

Para o segundo, nao ha muito o que fazer, 

2 2 

- / 6A v u v dx = - f duA v u v Sx fi dx. 
c J i c r 


du v 

u P Uv ’dr~ u P 11 - 


Para o ultimo. 


* AuSu^ dx = - 
c c 


s: 


ApS dx“ 


i: 


dAp Sx^ 
r 2 dA, 


c J i dx 

— — - I d v A u u v 
c J i 


dx p dr. 


Substituindo esses resultados em (18.48), obtemos a equagao 
{u p u p )~ 3/2 


me 


du v D dUu 
Vv—- u p' ,p - 


dr 


= 0 . 


Sx v dx. 

(18.49) 

(18.50) 


(18.51) 


dx 1 dx 

Agora, como ja foi usado o principio de Hamilton, podemos substituir ds — cdx 
(nao ha curvatura no espago-tempo), o que leva a u p u p — c 2 e u p du p /dx = 0. 
Assim, 


= -F, iV u v . (18.52) 

dx c y 

Esta foi a equagao que usamos na segao 7.3 como ponto de partida para a obten- 
gao do tensor momento-energia do campo eletromagnetico. Escrevendo-a para 
determinado referencial, suas componentes deverao corresponder aos resultados 
do exerefeio 18.4. 

Para concluir, vemos que de (18.46) podemos identificar a lagrangiana, 

L = —mCyJxpxP — -ApX* 1 . (18.53) 

Da qual obtemos o momento canonico p fi [veja, por favor, a obtengao de (18.32), 
bem como a explicagao que foi dada a seguir]. 


V * 


dL 

dxu 

c 


(18.54) 
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18.3 Teorias de campo pelo principio de Hamilton 

Comecemos pela eletromagnetica. As equates de Maxwell, na formulate qua- 
dridimensional (veja, por favor, a segao 7.2), 

d**=~r. ( 18 . 55 ) 

podem ser obtidas da agao 

s = / d*x. (18.56) 

No caso de campos, a integragao em d y r e por todo o espago e fica subentendido 
que em dt e de t\ a t 2 . Comprovemos, entao, que as equagoes de Maxwell real- 
mente emergem da agao acima com o uso do principio de Hamilton, 


SS = 0 

^ / Q + 7)X') = 0 

=*• j >‘SA v + —USA'-'j <l 4 x - 0 
=> / (()“/«> - -—jt-'j 6A v d 4 x = 0 

=> (d^uv-^h^fSA 1 ' = 0 

=> d'%v - = 0 . 

No capitulo 14, tambem mostramos que a equagao do campo gravitacional de 
Einstein, 


Rpv ~ jSvvR — o. 


(18.57) 


em que R e R^ v sao o escalar e o tensor de curvatura do espago-tempo, pode ser 
obtida do principio de Hamilton, partindo da agao. 


$ = f Ry/=gd*x. (18.58) 

Nao ha necessidade de repetir os calculos, que foram feitos com detalhes no capi¬ 
tulo 14, segao 8. 

Para concluir esta segao, e tambem o capitulo, temos que tan to a equagao de 
Klein-Gordon como a de Dirac tambem se originam do principio de Hamilton. No 
caso da Klein-Gordon (para campo escalar real), a agao e 
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s = \j d4x - (18 - 59) 

Fica como exercicio verificar que SS = 0 leva realmente a 

d+ (t) 2 ]^ =0 ‘ (18,60) 

Idem para o caso escalar complexo e para o de Dirac, cujas agoes sao 

S = j \djt(pd^(p* - (^) 2 00* j d4 X> <18.61) 

S = f tp ( ih — me) ipd A x. (18.62) 


Para o leitor que vem acompanhando os desenvolvimentos desde o imcio do 
primeiro volume, sabedor de que nenhuma palavra nesse dialogo da Matematica 
com a Natureza e desprezada, pode estar inedmodado com as equagoes de Klein- 
Gordon e Dirac surgindo do principio de Hamilton (origem das teorias classicas), 
ja que elas foram inicialmente obtidas na adaptagao da equagao de Schrodinger 
com a Relatividade Especial (veja, por favor, o capitulo 9). Entretanto, apesar disso, 
vim os que nenhum resultado quantico pode ser obtido. Havia problemas tanto na 
interpretagao de Heisemberg da Mecanica Quantica como na presenga de estados 
da particula livre com energia negativa. As tentativas para soluciona-los foram 
apenas momentaneas. A quantizagao, de fato, comega a partir das agoes acima. 
Falamos um pouco sobre isso no capitulo 10, segao 8, e melhores justificativas serao 
apresentadas no capitulo seguinte. 

Mencionemos que a quantizagao das teorias de Klein-Gordon e Dirac costuma 
ser chamada de segunda quantizagao. A primeira nao se ref ere propriamente a 
equagao de Schrodinger, pois, como mencionamos acima, nao houve quantizagao 
alguma. Ela refere-se a quantizagao das coordenadas. Isto tambem ficara mais 
claro com o que sera desenvolvido no proximo capitulo. 

18.4 Exercicios 


1. Mostre que a agao (18.5) nao satisfaz ao principio de Galileo. 

2. Usando a energia potencial V dada por (18.14), mostre que o lado direito de 

(18.13) leva a forga de Lorentz. 

3. Mostre que para lagrangianas correspondentes aos potenciais, (18.9)—(18.11) e 

(18.14) , a hamiltoniana e a energia total. 
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4. Fazer um estudo da particula de massa m e carga q, movendo-se numa regiao 
de campo eletromagnetieo (p e A, a partir da acao (18.47). 

5. Mostre que as equacoes de Klein-Gordon (caso real e complexo) e de Dirac sao 
obtidas do principio de Hamilton atraves das aigoes (18.59), (18.61) e (18.62), 
respectivamente. 


[ 499 ] 



Metodos Matemdticos para Fisicos - Volume II 


[ 500 ] 



Aplica^ao: Quantizagao canonica 


No capitulo anterior vimos o principio de Hamilton, no qual toda teoria classica 
emerge da varia^ao fundonal nula de uma quantidade chamada agao. Temos men- 
cionado que as teorias quanticas tambem podem surgir atraves da mesma lingua- 
gem matematica, ao se considerar as contribui^oes da agao fora da regiao classica, 
processo conhecido como integragao funcional (ou de caminho, ou de trajetoria). 
Nos vamos estuda-lo, mas nao agora. Neste capitulo, veremos como o mesmo 
formalismo classico permite construir outra interessante ponte para a teoria quan- 
tica, conhecida como quantizagao canonica. Este processo chegou-nos a ser breve- 
mente apresentado na segao 10.7, mas nao o seu relacionamento com o formalismo 
classico. 

Antes de discutir seus fundamentos, acho oportuno situar a quantizacao pela 
equagao de Schrodinger em relagao a esses dois novos processes. Basicamente, a 
diferenga esta no campo de atuacao. A teoria de Schrodinger apresenta eficiencia 
nos sistemas nao relativisticos, em que a interagao e caracterizada por um poten- 
cial. A quantizacao canonica e por integrals de caminho sao mais abrangentes, 
aplicam-se tambem na regiao relativistica (sem gravitacao). 


19.1 Origem da quantizagao canonica 

A quantizacao canonica poderia ser estabelecida da maneira que fizemos na segao 
10.7, partindo diretamente dos comutadores envolvendo os operadores posigao e 
momento. 


[x, p) = ih, 

[ X/ x ] = 0 = [p, p ]. 


(19.1) 
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Entretanto, a origem desses cornu tadores pode ser vista na Mecanica Classica, mais 
especificamente nos parenteses de Poisson (cujo significado vira mais adiante), ou 
nos parenteses de Dirac (veremos tambem). Do jeito como esta apresentado nas 
relagoes (19.1), nao precisaria haver, necessariamente, relacionamento com a equa- 
gao de Schrodinger c, consequentemente, sem condicionamento com a regiao nao 
relativistica. Por outro lado, ver sua origem atraves da Mecanica Classica (em que 
prccisaremos da equagao de Schrodinger para comparagocs) ha a possibilidade de 
outros desdobramentos, facilitando a introdugao de vinculos na teoria quantica 
(embora o estudo de sistemas vinculados nao seja tao necessario nos cursos de 
graduagao, sua importancia comega a se fazer sentir na pos-graduagao, quando do 
inicio da pesquisa cientffica). 

Para enxergarmos essa ponte da teoria classica para a quantica, precisamos ir 
urn pouco alem no formalismo classico que foi apresentado no inicio do capitulo 
anterior. 


19.1.1 Formalismo Hamiltoniano 

Voltemos a expressao da hamiltoniana, 

H = piqi -L(q,q,t) (19.2) 

(nunca esquecendo que produtos com indices repetidos subentendem soma). A 
notagao L(q,q,t) esta representando, de forma compacta, uma fungao das coorde- 
nadas tj,- e velocidades qj. 

Embora a aparencia de H indique ser uma fungao de coordenadas, velocidades 
e momentos (e do tempo tambem), ela so depende (alem do tempo) das coordena¬ 
das e momentos, Isto fica evidente atraves do elemento diferencial dH. Supondo 
que H fosse H(q, q, p, t), teriamos 


dH dH . dH dH J 

dH = -q— + p - dq, : + — dpi + ^r-dt 

oq- dqj dpi r dt 


dL f dL\ dL , 

= -— + md Vi + ^dt 

= -- d q l + q l d p i + - d t. 


(19.3) 


Na segunda linha, o fator de dq l e nulo pela definigao de momento. E importante 
enfatizar que esta definigao nao precisa ser sobre a trajetoria classica. Assim, pela 
forma do elemento diferencial dH, vemos que, realmente, H — H(q, p, t). Por- 
tanto. 


dH = 


dH 

dqi 


J dH J dH , 


(19.4) 
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Comparando com (19.3), temos 


dH 


dq, 

dH 


d Pi 


_dl_ 

*fi' 

9i- 


Usando a equacao de Euler-La grange na primeira relagao, vem 


(19.5) 


m 

dq, 

dH 

dpi 


TT = ~Pi 


m 


(19.6) 


Como foi usada a equacao de Euler-Lagrange, a validade passa a ser, agora, sobre a 
trajetoria classica. As equagoes (19.6) sao conheddas como equacoes de Hamilton. 
Qualquer sistema classico pode ser descrito, altemativamente, por essas equacoes, 
em lugar da de Euler-Larange, ou das leis de Newton (dependendo da regiao de 
validade). Para detalhes, veja, por favor, meu livro de Mecanica, a partir do cap!- 
tulo 14. O espago em que a hamiltoniana e defirdda (das coordenas e momentos) e 
chamado espago das fases. O da lagrangiana (coordenadas e velocidades), espa^o 
das configurates. 

Naturalmente, como as relagoes (19.6) valem sobre a trajetoria classica, pode- 
riam ser obtidas peio prindpio de Hamilton, substituindo-se L por pfCp - H. Fica 
como exerdcio fazer isto. 


19.2 Dos parenteses de Poisson aos comutadores 

Consideremos Lima certa quantidade dinamica A(q, p, f), definida, como vemos, 
sobre o espa^o das fases. Sua evolugao temporal e 

dA dA dA . dA 
Usando as equagbes de Hamilton, (19.6), obtemos. 


dA 

dt 


dAdH _ dAdH 

dqi dpi dpi dqi 

{A, 


dA 

dt 


(19.7) 


em que 
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dA dH dH dA 

dqi dpt d^ dpt 


(19.8) 


e o chamado parentese de Poisson entre A e H. 

Agora, por outro lado, sob o ponto de vista quantico, as grandezas observaveis 
sao obtidas mediante atuagao de operadores hermitianos sobre estados, que sao 
vetores nos espaco de Hilbert. Seja, entao, a seguinte equagao de autovalor (em 
caso de duvidas, veja, por favor, o capitulo 10), 


Af = aip. (19.9) 

Tart to o vetor ip como o operador A e seu autovalor a podem, num caso geral, 
depender do tempo. Consideremos a evolugao temporal de ip, dada pela equagao 
de Schrodinger, 


ih 


dip 

~di 


Hip. 


(19.10) 


Tomando, entao, a derivada temporal em ambos os lados de (19.9) e usando (19.10), 
encontr amos (r> 


3A dip da dip 

dt * dt dt * dt 




dt 


* 


-aHip 


f dA i,., , A da 

Ur + s |H ' A] )*=di* 


aHtp = Haip = HAip. 


Como da/dt deve decorrer da atuagao de dA/dt sobre ip, podemos, entao, concluir 
que a evolugao temporal do operador A e 


dA 1 , dA 

n = m^^ + ir 


(19.11) 


Vemos que, conhecendo-se a evolugao temporal do vetor ip, se pode obter a evo¬ 
lugao temporal do operador A. Da mesma forma, partindo-se de (19.11), chega-se 
a equagao de Schorodinger. Os dois tratamentos sao equivalentes e estao relaci- 
onados, respectivamente, as representagoes de Schrodinger e de Heisemberg da 
Mecanica Quantica. 

Agora vem a parte mais importante, que e a comparacao das relagoes (19.7) e 
(19.11). A primeira nos da a evolugao temporal da quantidade A sob o ponto de 

*9 Notar na primeira linha que usamos derivada temporal parcial em Acip, mas nao no autovalor a. 
H s6 lembrar que o observavel a e dado por 


a(t) - I (Pr ip* (r, t)Aip(f, l), 


ou seja, so depende do tempo. 
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vista classico. Em termos quanticos, esta quantidade e transformada em operador 
e sua evolugao temporal passa a ser a que e mostrada em (19.11). Observe a seme- 
Ihanga entre ambas. Isto sugere que as relates quanticas devam ser obtidas das 
analogas classicas por substituigoes do tipo 


{A,B } -4 i [A, B], (19.12) 

em que o parentese de Poisson {A, £} e definido de maneira semelhante a relacao 
(19.8), ou seja. 


{A, B} = 


dAdB_ 

dq t dpi 


dB_dA 
dqj dpi ' 


(19.13) 


Ha dois pontos que suportam esta hipotese e mostram que a similaridade en¬ 
tre (19.7) e (19.11) nao e mera coincidencia. Primeiramente, temos os parenteses 
fundamentals de Poisson 


l ' 5ij> (19.14) 

{q ir qj} = 0 — {p u pj}, 

que possuem os analogos bem conhecidos dos comutadores envolvendo os ope- 
radores momento e coordenada [veja, por favor, as relacoes (19.1)] . Em segundo 
lugar, temos que a algebra dos parenteses de Poisson e semelhante a dos comuta¬ 
dores (exerdcio 19.2), 


(A, B} — - {B, A}, 

(A -b B, C} = {A, C} + {B, C}, 

{AB, C} = {A, C} £ + A {B, C }, 

{A, {£, C}} + {£, {C, A}} + {C, (A, £}} = 0. 

De forma similar para os comutadores. 


[A, B} = - [B, A] 

[A + B, C] = [A, C] + [£, C] 

[AB, C] = [A, C] B + A [B, C] 

[A, [B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, £ ]] = 0 


A ultima relagao de ambos os conjuntos e chamada identidade de Jacobi. 
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19.2.1 Quantiza^ao canonica do oscilador harmonico 

No final da segao 10.7, foi apresentado o imcio da quantizagao canonica do oscila¬ 
dor harmonico. Aqui, vamos faze-la por completo. Considero bastante instrutivo 
compara-la com a da equagao de Schrodinger, que foi descnvolvida com detalh.es 
na segao 16.4. 

O operador hamiltoniano e 


H 


~—h -mw r, 
2m 2 


(19.17) 


em que os operadores x e p satisfazem as relates de comutagao (19.1). Podemos 
ve-las, conforme discutimos acima, como decorrentes das relagoes (19.12) e (19.14). 
Dizemos, entao, que o sistema esta quantizado canonicamente. As consequencias 
disto comegaram a ser mostradas na segao 10.7. Vamos apenas repetir alguns da- 
queles resultados. 

Os nfveis de energia sao autoestados do hamiltoniano. Para encontra-los, in- 
troduz-se o operador (2! 


a = - = (p - imcox ), (19.18) 

v 2 mfico 

que nao e hermitiano. O fator 1 / y'lmfito e por questao de normalizagao. Tomemos 
o seu adjunto 


a f = —- . (p + imcox ). 

V2mhcv 

(19.19) 

Precisaremos das expressoes para aa f e a r a, 


aa + = ^-H + 
hco 2 

(19.20) 

« + « = d-H-i 

Too 2 

(19.21) 

que permitem diretamente concluir 


[a, fl + ] - 1, 

(19.22) 

H = ~Y + £?t£7 )' 

(19.23) 


e de onde se obtem 

21 Como sao muitas as aplica^ocs, as vezes teremos de usar uma mesma letra que ja tenha aparecido 
com outro significado. Por exemplo, nao ha relacionamento algum entre o a de (19.18) com o de (19.9). 
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[H, a) = - hcoa, (19.24) 

[H, fl + ] = hcoa\ (19.25) 

Seja | n } um autoestado do operador hamiltoniano com autovalor E n , 

H\n)=E„\n) (19.26) 

Aplicando (19.24) e (19.25) ao estado | n ), vein 

Ha | n) = {E n - hw) a \ n), (19.27) 

Ha* | n) = (E n + hco)a f \n). (19.28) 


Vemos que a \ n) e um autoestado de H com autovalor E n — hco; e a f \ n), com 
E„ + hco. e a sao, portanto, operadores de criagao e destruigao, respectivamente, 
Sendo r um numero inteiro positivo, as seguintes rela^oes sao satisfeitas: 

Ha r | n) = {En- rhco) a r \n) 29) 

H(a + ) r | n) = (E n + rhco) ( a f ) r \ n). 

Por outro la do, como H e uma combinagao linear, com coeficientes positivos, do 
quadrado de operadores hermitianos, seus autovalores sao reais e positivos. As- 
sim, a atuacao do operador de destruigao sobre certo estado deve ter um limite. 
Consideremos que Eq seja a menor energia possivel do oscilador harmonico, isto 
e, se diminuissemos um quantum hco de Eg o resultado seria negativo. Chamemos 
de | 0) (vacuo) o autoestado de H com autovalor Eq. Como a | 0) nao pode corres- 
ponder a nenhum estado do operador hamiltoniano, s6 havera consistencia para a 
relagao (19.27) se 


a|0)=0. (19.30) 

O nivel de energia Eq e obtido de (19.21), 



I) l°) = ° 

H\ 0) = ^hco | 0) 
E 0 = jhoj. 


Os outros autoestados vem diretamente da segunda relagao (19.29), 


(19.31) 
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E n = (n+^hco, 71 = 0,1,2,... (19.32) 

Este valor coincide com o que foi obtido com o uso da equagao de Schrodinger. O 
metodo canonico permite, tambem, a obtencao das autoiungoes tp n (x), que serao 
identificadas como (x \ n ) no presente formalismo (sendo | x ) o autoestado do 
operador % com autovalor x). Partimos de (19.30), 

(x j a j 0) = 0, (19.33) 

e consideramos a expressao do operador a, da da por (19.18), 


< x I I °) =0 

{dx + ir x ) Mx) = 0 

1 p 0 ( X ) = Ne- mox2/2n f 


(19.34) 


em que N e uma constante. Escolhendo autofungoes normalizadas, temos 

* (X) = (Xf) S ^'" u ’ l2/2h - (19.35) 

Observamos que e exatamente o autoestado ipo obtido no capitulo 16 [veja, por 
favor, a solugao geral (16.46)}. 

Podemos calcular ip n (x) partindo do resultado acima. Primeiramente, usamos 
(19.20), 


em que tomamos 


{n \ a f a \ n) — n, 


(19.36) 


(n | n ) = 1. (19.37) 

Similarmente, com (19.21), 

(7i | aa f | w) = 7i + 1, (19.38) 

ja que as autofimgoes estao sendo consideradas normalizadas. A relagao (19.36) 
corresponde ao modulo do vetor a \ n); e (19.38), ao de a f \ n). Assim, como 
a \ n.) e proporcional a|n — l);efl T |?i)a[7i + l), podemos escrever, a menos de 
uma fase. 


a | 71 ) = yjn j 71 — 1), 


(19.39) 
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a f | n ) — yfn 4-1 j n + 1). 


(19.40) 


O estado tp n ( x ) e, portanto. 



Seja a identidade 


{x f n) 



(19.41) 


{lx ~ IT X ) F = e m0}xl/2h J- x ( e~ ma}x2/2h F ) , (19.42) 

em que F e uma funcao qualquer de x. Para uma segunda aplicagao do operador 
que atua em F, temos, usando iterativamente a mesma relagao. 


d mco \ _ ( d mco 

dx ~ ~T X ) F= \dx~ ~h~ X 


d mco 

- - — x I F 

dx n 


_ e ma>x 2 /2h 


d_ r 

dx 
d 


g—mcoxr/lh 


(F- 

—x) fl 

\dx 

ft ) J 


_^ma)x 2 /2ti_ \ g—mwx 2 /2h c ma;x 2 /2h & f^-ma;x 2 /2hp 

dx [ dx V 

_ ( ,ma>x 2 /2h ^-mu>x 2 /2hp 'j 

Diretamente vemos que, apos n aplicagoes. 


(19.43) 


(s - nj f *)" p =(« w/a,f ) ■ (19 - 44 > 

Substituindo F pela expressao de ipo(x), dada por (19.35), e tendo em conta o re- 
sultado (19.41), vein 


tpn(x) 



h Y ( mco \ l/A c mtox 2 /2h d n ma , x 2/ h 

2mto) \ nh ) dx 11 


(19.45) 


que e a formula de Rodrigues para os estados i j? n do oscilador harmonico. Sepa- 
rando a parte correspondente aos polinomios de Hermite [veja, por favor, (16.202)], 
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temos 



(-!)« 


gTttasx 2 /ft 


d n 

dx 11 


g—majx 2 /ft 


ip n (x) = i r 


mco 


I -L I I/IW 

\j 2 n n\ V Tzh 


< 2/2h H n 


'mco 


VT 


(19.46) 


Esta e a mesma relagao (16.46) (a menos de uma - irrelevante - fase inicial), obtida 
pela solugao da equagao de Schrodinger. 


19.2.2 Quantizacao canonica do atomo de hidrogenio 

Vamos usar o metodo canonico para obter os nfveis de energia do atomo de hidro¬ 
genio, que ja foi estudado na segao 16.7. Ficaremos restritos aos nfveis de energia 
(nao trataremos da obtengao dos estados). Mantendo a mesma terminologia da- 
quela oportunidade, chamaremos de atomo-de hidrogenio a atomos com apenas 
um eletron. O opera dor hamiltoniano e 

p 2 Z <? 2 

H = |-, (19.47) 

2 }i r 

em que p e a massa (reduzida) do eletron. E um fato bem conhecido nos problemas 
sob forga central que o momento angular se conserva. Isto acarreta de o operador 

L — r x p (19.48) 

comutar com o hamiltoniano, 

H, I] = 0. (19.49) 

Ha, ainda, nos problemas sob forga central, que dependam do inverse do qua- 
drado da distancia, outra quantidade conservada, o vetor de Runge-Lenz. Relem- 
bremos isto, primeiro classicamente. De ini'eio, consideremos um movimento sob 
forga central, ou seja. 


F = /(r)-. (19.50) 

r 

Sendo P a resultante, temos, pela segunda lei de Newton, 

P = f(rf-. (19.51) 

Multipliquemos vetorialmente ambos os lados pelo momento angular. 
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pxL = x (r x r) 

= mi(rn-r>i) 


r = rr + 


(19.52) 


= -p/tor 2 ( : .2 


r rr 


= ("r 

Para o caso de formas dependendo do inverso do quadrado da distancia, por exem- 
plo. 


Ze 2 

m = -^r, 


(19.53) 

a rela^ao (19.52) permite escrever (nao esquecendo que L e constante), 

= 0. (19.54) 


d 7 pZe 2 r\ 

1 px L - 1 — r 1 — 


dt 


O vetor de Runge-Lenz e 


_ r vzft 

— v x I. — L -. 


M - p 


(19.55) 


Fica como exerdcio mostrar a sua ortogonalidade com o momento angular. 


M • L = 0. (19.56) 

Para escrever o operador M, temos de prestar atencao na ordem dos operadores 
peL, pois nao comutam. Assim, 

M = ^(pxl-Exp) - jiZpf 09.5?) 

Em virtude de os autovalores de M serem constantes do movimento, temos, 

[h, m] = 0. (19.58) 

Considerando (19.49) e (19.58), temos, pelo uso da identidade de Jacobi [veja, por 
favor, a ultima relagao (19.16)], 


[H, [M h L } ]] = 0. 


(19.59) 
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Assim, podemos concluir que os operadores Met tambem cornutam 

M • E = L ■ M = 0. (19.60) 

Introduzamos 


em que 


r-k&x)- 

M( z -4 


(19.61) 



(19.62) 


Nao ha problems algum nesta definigao porque os operadores M e H comutam. 
Ficacomoexercfciomostrar que ascomponentes de JeK satisfazem,isoladamente, 
a mesma algebra do momento angular 


[Ju Ij] ~ i? ie ijkJk / 

[K h Kj] = ihe ijk K k , (19.63) 

[Ji- K i\ =°■ 

Introduzamos, tambem, e a,\ (A = 1,.. .,4), correspond endo a operadores de 
criagao e destruicao de osciladores harmonicos [veja, por favor, as relagdes (19.22), 
(19.30), (19.39) e (19.40)] 


a B — &AB > 

[aAr flZfl = 0 = K' 4]. (19 64) 

a A | 0 ) = 0 , 

«1«1 | l/ 7 ) = n l ! >/ 4 I ^ ) = «2 I # )/ etc - 

E, ainda, uma questao de trabalho algebrico mostrar que as relagdes (19.63) sao 
tambem verificadas ao escrever as componentes dos operadores JeK como (exer- 
clcio 19.5) 


Ji = | + «i4) / 

/2 = ^ (4° 2 - «i4) / (19.65) 

Ti ‘ \ 

h = 2 ( a i a i~4 a 2j / 
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K i = \ + a 3 4 ) / 

K 2 = y. (4«4 - a 3 a\) , (19.66) 

*3 = ^ (4 fl 3 - 4^) • 

Em virtude da condi^ao (19.60), os operadores a~ A e a a satisfazem ao vinculo 

a\ai 4- a\a 2 = 4 fl 3 + 4 fl 4' (19.67) 

significando que os osciladores harmdnicos nao sao independentes. O objetivo, 
agora, e escrever a expressao do operador hamiltoniano, em termos de 4 e a a- 
Primeiramente, de (19.57) calculamos M 2 (exerddo 19.6), 

M 2 = p 2 Z 2 e 4 + 2 pH (L 2 +h 2 y 
Pelas relagoes (19.61) e (19.62), podemos escrever 

L = J + K. 

Substituindo Me L, dados pelas relacoes acima, em (19.68), obtemos H em termos 
de / e K (exercicio 19.7), 


(19.68) 


(19.69) 


H = -- 


pZ 2 e 4 


2 [ft 2 +2 (/ 2 -hK 2 )] ’ 

Com o uso de (19.65)-(19.67),temos (exercicio 19.8) 


(19.70) 


? + & = 


ft 


2 \f 

y [a\aj + a\a 2 + 1 


(19.71) 


Levando este resultado em (19.70), finalmente obtemos (exercicio 19.9), 

]iZ 2 e 4 1 


H — 


2ft («}«!+«2 fl 2 + 1) 


2 ' 


(19.72) 


Os nlveis de energia do atomo de hidrogenio sao obtidos atuando-se H sobre os 
estados | ip ) [veja, por favor, (19.64)], 
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H | ip) 


2,4 


jiZ 1 e‘ 




a\a 2 


i r 


v 7 ) 


. ,i») 

2h 2 (ni + n 2 + l) 2 

^Z 2 ' 




(19.73) 


em que « — 1,2,... Os niveis de energia do atomo de hidrogenio sao, portanto. 


E 


n 


pZ 2 e 4 
lh 2 n 2 ' 


(19.74) 


que e o resultado obtido na segao 16.7, mas por caminho bem diferente. 

Apos essa experiencia de quantizer o oscilador harmonico e o atomo de hi¬ 
drogenio pela equagao de Schrodinger e formalismo canonico, seria perfeitamente 
natural achar que um metodo e de mais facil aplicagao do que outro. Se ja ti- 
vessemos usado integrals de caminho para quantizar, por exemplo, o oscilador 
harmonico, esta conclusao pareceria mais evidente. Nao e bem assim, pelo menos 
em termos absolute®. A praticidade de um metodo em relagao a outro depende 
do sistema a ser quantizado. Veremos que, de fato, e muito trabalhoso usar in¬ 
tegrals de caminho para quantizar o oscilador harmdnico. No caso do atomo de 
hidrogenio, devido ao tipo de potential, e ainda mais complicado. So se consegue 
algum resultado devido a possibilidade de trata-lo por meio de quatro oscilado- 
res harmonicos acoplados (como vimos acima). Entretanto, apenas mencionemos 
que e de extrema utilidade na quantizagao dos campos. O mesruo ocorre com a 
quantizagao canonica. 


19.3 Passagem para o contmuo 

Tambem no capftulo 10, segao 8, apresentamos brevemente o significado da quan¬ 
tizacao do campo escalar real, ao estabelecer os cornutadores 


[<p(r, t), t)] = ihS^ir- f'), (w ?5) 

[<p(r, t), 4>{r f , i)] = 0 = [<p(r, t), <p(r ! , 1)]. 

Como ja foi mencionado, e comum em teoria de campos o uso das unidades natu- 
rais (h = c — 1). Nao vamos faze-lo neste capitulo para facilitar nas comparagoes 
com resultados de outras segoes. 

Apesar de nao ser nosso objetivo explorar as consequencias da quantizagao dos 
campos, acho instrutivo ver sua vinculagao com a quantizagao canonica, a partir 
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da teoria classica. Com isto, poderemos ter uma visao mais abrangente sobre tudo 
que ja nos foi apresentado. 

Para usar o formalismo canonico classico nos campos, basta ve-los como ex- 
tensao das coordenadas generalizadas. Em lugar do indice i, temos um contlnuo 
dado por r, 


iji(t) <p(r, t). (19.76) 

Assim, os campos for mam espacos de configuragao, ou de fase, com infinitos graus 
de liberdade. Vamos comegar nos restringindo ao campo escalar real mas, em 
linhas gerais, tudo que for apresentado pode ser estendido para outros tipos de 
campo. 

No capitulo anterior, apresentamos a agao para o campo escalar real fveja, por 
favor, a relagao (18.55)]. Vamos repeti-la, mas, para deixar clara a comparagao com 
as coordenadas, explicitemos a integragao em dt r 

S = i f* 2 dt J d 3 f (dtf dt*<p - j • (19.77) 

Lembrar que nao estamos usando unidades naturais. Podemos, entao, identificar 
a lagrangiana 

L = \f d 3 r f 2 ) (19.78) 

ou a densidade de lagrangiana 

£ = (19.79) 

O momento canonico n(r, f), associado a (p(r , t), pode ser obtido, equivalente- 
mente, a partir de ambas. Da segunda, como fizemos na segao 10.8, e bem direto. 


Partindo de (19.78), devemos levar em consideragao que L e um funcional de 
(p (7, f) e <p (r, t). Precisamos do conceito de derivada funcional, que pode ser facil- 
mente introduzido atraves da passagem para o continue da derivada com indices 
discretos. 


dft(0 

dcjjit) 



fy(r, t ) 

s<p if', t ) 


5&(r-r'). 


(19.81) 


n{r,t) = 


SL 


dtp (r, t) 
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— i — / d 3 r'£ 

d(p (r,t) J 

f d 3 7 t dC 

J 1 d<p(r f , t) 5<j>(r, t ) 
dC 


I 


d 3 r 


d<p{r>, 0 


#>(r' 


— r 


ac 


d(p(r, t) ' 


(19.82) 


Como vemos, e a mesma relagao (19.80). 

Com isto, temos que o formalismo hamiltoniano para o caso contmuo pode 
ser desenvolvido passo a passo com o discreto. Comecemos com a densidade de 
hamiltoniana. 


7-L(<p, 7i) = n<p- C((p, <p), 

da qual se obtem as equagoes de Hamilton (exercicio 19.10) 


(19.83) 


<P 


71 — — 


m 

dn' 
dU 
d(p 


(19.84) 


que poderiam ter sido escritas com o uso de derivadas funcionais (exercicio 19.10), 


<P = 


SH_ 

3n' 


n = 


SH 
S<p' 


(19.85) 


em que 


H 



(19.86) 


Continuando com a formulagao do procedimento classico, tomemos certa quanti- 
dade dinamica A [<p f n\ (um funcional de (p e n) e analisemos sua evolucao tempo¬ 
ral. 


dA 

dt 



3A 

Scp(r, t) 


(pd t) A 


SA 

6n(r, t ) 


7r(r, f) 


Usando (19.85), obtemos 


dA 

~dt 




(19.87) 


(19.88) 
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em que 


{A, H} - I d 3 r 


5A SH 
S(p(r, t ) 8n{f, t ) 


SH 8 A 

8tp(f, t ) bnij, f) 


( 19 . 89 ) 


e o parentese de Poisson entre os funcionais A e H. Para dois funcionais quaisquer 
Ae8,o parentese de Poisson seria definido da mesma maneira. E fact I veri.fi car, 
tambern, que eles satisfazem a algebra (19.15). 

Os parenteses fundamentals de Poisson sao (exercicio 19.11) 


{<p(r, t), 7i(f' , 0 } = S {3, (r — r r ), 

{<p(r, t), <p(r r , t)}= 0 = {n(r, f), n{r', f)} . 


Substituindo n por <p, dado por (19.80), temos a origem dos comutadores (19.75) 
atraves da formula<;ao classica. Enfatizemos que esta e a segunda quantizagao de 
uma partfcula escalar relativfstica. Falaremos sobre a primeira, partindo de x F e 
Pfi, na subsegao 19.5.3. 

A continuagao desse dialogo, incluindo interagdes, e muito longa e especifica. 
Fugiria dos objetivos deste livro. So gostaria de acrescentar que tod os os feno- 
menos quanticos, envolvendo o mundo das partfculas elementares, e explicado a 
partir desse inicio (com campos spinoriais e vetoriais). 

Vamos concluir mostrando como seria a quantizagao do campo escalar com- 
plexo. E tudo muito direto com o que vimos acima. Agora, sao dois campos in- 
dependentes, que podem ser as componentes real e imaginaria ou, o que e mais 
pratico, <p e <p*, pois aparecem diretamente na lagrangiana (veja, por favor, a segao 
18.3), 

ffP’C 3 

C = dn(pd“(f>* - ( 19 . 91 ) 

ft 

Os momentos canonicos sao 


71 


7T 


d£ 

d(f> 

dC 

d(p* 


<p. 


Temos, tambern, os parenteses fundamentals de Poisson, 


( 19 . 92 ) 


7z(r', *)}=*&(?-?'), 

{<p*{r, t), n*(r f , t)} =S ( - 3 \r~r'). 

Os demais sao nulos. Estes parenteses conduzem aos comutadores 
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[<p* (r, t), 71*(r ! , t)] = ihS^ir-r'). 

So uma explicagao. Pode parecer que ha uma inconsistencia entre esses re- 
sultados. A segunda relacao de (19.93) e o complexo conjugado da primeira, e o 
mesmo ocorre para o para o par (19.94). Como ha um fator imaginario no segundo 
conjunto, fica a impressao de que falta um sinal men os num dos pares. Nao falta 
nao, ambos resultados estao corretos. A explicagao esta no fato que em (19.94) 
temos operadores e a conjugagao complexa de (pn e n*(p *. No caso anterior, dos 
parenteses de Poisson, </> e n sao apenas fungoes e, portanto, sem problemas de 
ordenamento. 


19.4 Variaveis anticomutantes 

Essas variaveis nao sao muito conhecidas nos- cursos de graduagao e o motivo e 
bem compreensfvel. Dentre as grandezas fisicas desses cursos, geralmente nao 
aparece nenhuma representada por tais variaveis. Entretanto, ja tivemos oportuni- 
dade de ser apresentados a elas no primeiro volume. Uma e o campo da equa^ao 
de Dirac (veja, por favor, o capitulo 9). Embora nao tenhamos entrado em de- 
talhes, falamos que partfculas de spin \ti obedecem ao princfpio de exclusao de 
Pauli (duas partfculas nao podem ocupar o mesmo estado quantico). Este e o caso 
do spinor ip da equa^ao de Dirac, cujas componentes devem satisfazer 

xpj(x) = 0. (19.95) 

Falamos, tambem, ainda no capitulo 9, muito resumidamente, sobre a extensao do 
espaco-tempo de forma a incluir tais variaveis (supersimetria). 

No desenvolvimento das segoes anteriores, temos visto a quantizacao emergir 
da analogia entre comutadores e parenteses de Poisson. Isto porque o formalismo 
classico foi desenvolvido atraves de variaveis usuais, que sao comutantes. Como 
seria, entao, o desenvolvimento canonico que levasse a quantizagao de grande¬ 
zas anticomutantes, como os campos de Dirac? Este sera justamente o assunto 
da presente segao. A base matematica para tal desenvolvimento esta apoiada nas 
variaveis de Grassmann. Comecemos, entao, por af. 

Seja um conjunto de N quantidades discretas 62 , .. 9^. Elas serao variaveis 
de Grassmann se satisfizerem a condigao 

9i0j + 0j0i = 0, i, j = 1, 2, ..., N. (19.96) 

Particular men te. 



(19.97) 
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[nao esta somando em i, como nao estava, tambem, em (19.95)]. Ja come^amos a 
ver a origem do campo de Dirac. Ele sera a extensao da variavel de Grassmann 
para o caso continue, assim como o campo da equacao de Klein-Gordon o foi em 
relaqao a variavel usual [veja, por favor, (19.76)]. Por influencia da terminologia da 
Ffsica Estatistica, as variaveis anticomutantes sao ditas fermionicas; e as comutan- 
tes, bosonicas. 

Em decorrencia das propriedades acima, temos que uma fun^ao qualquer (de 
natureza comutante ou anticomutante) das variaveis 8 U que denotaremos momen- 
taneamente por f(Q\, 82 , 8 n)P } possui a expansao. 


f{h, Oz, ■ ■ ■, On) = c + Bid + OjBjCij + -■■+ e k B h - - • 0 ,-^...,*, (19.98) 

em que c, c- u c t j etc. sao coeficientes constantes, podendo ser comutante ou antico¬ 
mutante, dependendo da natureza da fun^ao /. 

19.4.1 Deriva^ao 

No caso de variaveis usuais, a opera^ao de derivagao pode ser tomada pela es- 
querda ou direita. O resultado e sempre o mesmo. Para as de Grassmann, isto nao 
acontece, como podemos constatar no seguinte exemplo: 

(X9.99) 
(19.100) 

Entao, para nao haver ambiguidade (nem confusao) na comparagao e manuseio 
dos resultados, e importante adotar uma padronizacao. Tomaremos sempre de- 
rivadas a esquerda e, nas expansoes, consideraremos os coeficientes a direita das 
variaveis [como foi feito em (19.98)]. Assim, a derivada de / pode ser diretamente 
obtida tendo em conta que 

(6162 ■ ■ ■ On) = ^10203 • - • 

— 5(2$iB 3 '■■ On d- 

+ (-l) N - 1 5 iN 0 1 e 2 ■ ■ ■ 0 N - 1 • (19.101) 

Para o caso particular envoivendo apenas uma variavel 6 , tedamns 

f(8) = a A 8b (19.102) 

t^Para nao confundir com f(0), que veremos a seguir, possuindo uma so variavel. 


N7T=0l. 
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e, consequentemente. 



(19.103) 


19.4.2 Integra^ao 

Admite-se que a integragao envolvendo variaveis de Grassmarm possua as seguin- 
tes propriedades: 

(1) linearidade; 

(2) invariancia por translagao. 

Observamos que para a segLinda ser verificada, os limites de integracao nao de- 
vem contribuir. Vejamos algumas consequencias. Por questao de simplicidade, 
continuemos com fungoes de apenas uma variavel. 


(0 Pela propriedade (2), temos 

I d9f{B + e ) = J d0f(d). (19.104) 

Vamos convencionar que o elemento diferencial dQ seja sempre colocado a es- 
querda, como esta acima. Usando (19.102) e a propriedade (1), vem 


j d9 [a + ( 6 + e)b} = j d9 (a + Ob) 
j d6(a + eb } + j dOOb — j d6a + J dOOb . 


Para que haja consistencia enlre os dois lad os desta relagao, conclulmos que 


I d6 = 0, 
J dOO £ 0 . 

Para este ultimo caso, geralmente e usada 

j dee = 1 , 

que e conhecida como integral de Berezin. 


(19.105) 

(19.106) 


(19.107) 
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(ii) Considerando (19.102), (19.103), (19.105) e (19.107), obtemos 



(19.108) 


ou seja, integrate e derivagao de uma fungao levam ao mesmo resultado. 
(Hi) Com isto, tambem concluimos que 


/ 


K 

de 


de "=leTef = 0 ' 


(19.109) 


o que mostra a validade da integracao por partes para variaveis de Grass- 
manri. De fato. 


J m [s> (/ * )T di 

■==Fjdef^. (19.110) 

O sinal menos e para / bosonico; e mais, se fermionico. 

( iv ) 6 e d9 possuem dimensoes inversas (contrariamente ao caso das variaveis usu- 

ais). Por exemplo, seja 6 ! = aO. Ja que f dO'0' = 1, acarreta d0 f = dO/a, pois 
fdd9 = 1 . ' 

(v) A funcao delta, em termos das variaveis de Grassmann, e 

5 ( e - e ! ) = e - o ’. (19.111) 

Fica como exerdcio fazer a verifica^ao, mostrando que 

f d9S(e- d’)f (9) = f(0 r ) (19.112) 

e e facil ver que possui as seguintes propriedades: 

£(0 - O') = 0 se 6 = 0 f , (19.113) 

S(e-d , )6{6-d')=0. (19.114) 
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19.4.3 Formalismo canonico 

Consideremos um sistema que, alem das variaveis usuais qi(t), possua tambem 
graus de liberdade descritos por variaveis de Grassmann 0 a (t). Seja L(q, q, 6, 6) a 
lagrangiana deste sistema (voltamos a usar a notagao simplificada). 

A equagao de Euler-Lagrange para os graus de liberdade fermionicos e obtida 
da maneira usual 



= 0 
- 0 
— o. 


(19.115) 


em que estamos supondo nao haver vinculos. Note a posigao do elemento S6 a 
(estamos mantendo a convengao estabelecida no imcio da subsegao 19.4.2). 

Os momentos canonicos sao 


Pi = 


dL 

den' 


7t a 


dL 

de a ' 


(19.116) 

(19.117) 


No caso das variaveis de Grassmann., a derivada e sempre a esquerda, conforme, 
tambem, ja tinhamos convencionado. 

Introduzamos a fungao hamiltoniana. 


H = q i p i + e tt n a ~L. (19.118) 

Mais uma vez (talvez nao fosse necessario falar), chamo a atengao para a posigao 
da quantidade 6 & . Tomemos a variagao de H, 

SH — Scppi + dptfi + S0 a n K + — SL. (19.119) 

Separadamente, para S L, 


SL = Sqi + Sqi~ 4 - 59 a ^~ + S9 a ■ 

oqi dq { BOct 

= Sqipi + Sqipi + S9{t7X K + Sd a n K , 


(19.120) 


em que, na ultima passagem, foram usadas as relagoes (19.115)-(19.117). Assim, 
em virtude do uso do (19.115), estamos sobre a trajetoria classica. Substituindo 
este resultado na relagao anterior, vem 
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SH = Scjtpi + Spipi - 50 a 7T K ~ $71*0* . 
Como H = H(cj, p, 9, n), temos, tambem. 


(19.121) 


SH = 6q~+, 

dip 




dH 


5rc a 


dH 


(19.122) 


m 

' dpi l 'dd a ~ a d7l K ' 

Comparando (19.121) e (19.122), obtemos as equates de Hamilton do movimento 
[lembrar que SH, na relacao (19.121), esta sobre a trajetoria dassica]. 


dH 

a 


dH 

dpi 


= Hi* 


m 

dOa. 

dH 

dnc, 


= -7T* 




(19.123) 


E importante notar os sinais das equacoes para as variaveis de Grassmann. 

Para introduzir os parenteses de Poisson, seja uma certa quantidade dinamica 
A(cj, p, 9, n, t). Sua derivada total e 


dA . dH . dH ■ dH . dH dH 

dt dqi dpj d9 K d7t x dt 

_^^_^^_<^d^_d]±dA dA 
dpi dqj dqi dpi d7i a d$ a d9 a d7i x dt 
dA 

= { A, H } + -A- , (19.124) 


em que {A, H} e o parentese de Poisson entre H e H, envolvendo variaveis de 
Grassmann, 


r . rr l dH dH dHdA dH dA dH dA 

[A, H\ = - -— --— — - — — . (19.125) 

dqi dPi dqi dpi dn a d 9 a dO a dn a 

Notar que, na parte das variaveis bosonicas, permutamos a ordem entre dA/?)q l e 
dH/dpj do primeiro termo, relativamente a equagao anterior. Isto e sempre pos- 
sfvel, independentemente da natureza da H (bosonica ou fermionica), pois H e 
bosonico. Na parte com variaveis de Grassmann, deve-se levar em conta a natu¬ 
reza de H. Se for tambem bosonico, podemos escrever 


{Ag, H} = 


dHg dH 

dqi dpi 


dH dHg dHg dH dH dHg 
dqi dpi d0 K dn^ d9 a dn a 


(19.126) 
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Se for fermionico. 


{Af, h} = 


dAp dll dH dAp dAp dH dH dAp 


(19.127) 


dqi dpi dqi dpi d9 & dn a d6 x dn a 

Assim, a extrapolagao para escrever os pareoteses de Poisson envolvendo duas 
quantidades bosonicas B] e B 2/ e entre uma fermionica F e uma bosonica B, e dire- 
tamente obtida, 


{Bi, B 2 } = ( 


8 gi dB 2 

dcji dpi 


dB 2 dB x 

dq { dpi 


{f, = 

dq,dpi dip dpi) 


dBidlh _ dB 2 3gi 

d9 a dTZcc d9cc dn R 

dF dB dB dF 
+ 


d9 x dn a d9 x dn* 
Fica como exercicio verificar as propriedades 


(19.128) 

(19.129) 


(19.130) 


{B\, B 2 } = — {B 2 , B\}; 

{B\, B 2 B 3 } = { Bi, 82 } B 3 + B 2 {Bi, B 3 }; 

{B lr {B 2 , B 3 }} + {B 3/ {B lt B 2 }} + {B 2/ {B 3 , B,}} = 0; 

{F, B 1 B Z } = {F, B l }B 2 -B l {F, B 2 }; 

{F:F 2 , B} = F 1 {F 2 / B} + {F 1/ B}F 2 ; 

{FB lf B 1 }- F{B 1 ,B 2 }-{F, B 2 }B i; 

Notar que da relagao (19.129) nao se pode, diretamente, concluir sobre o pa- 
rentese {B, F}. Este e obtido de (19.128) fazendo Bi = B e B 2 = eF, sendo e uma 
constante fermionica qualquer. Assim, 


(B eF] - { dB d(eF) dB ^ + ( dB d(eF) d(eF) dB 


e{B, F} = e( 


dqi dpi dq t dpt 
dB dF dF dB 

dqj dpi dqi dpi 


Na segunda passagem usou-se 

d , dF 

-— (eF) = —e-— e 

d7 tft <171:* 

O parentese de Poisson { B, F } e, entao. 




dF dB 
dqj dpi 


dOfc d/Tft d0(% djZfl 

dB dF dF dB 


ddx drca. d6 K dna 


d ( r\ dF 

de* { - e de u 


dB dF dF dB 


(19.131) 


d0 a d?la dO a dn & 

Com este resultado, podemos verificar as seguintes propriedades (exercicio 19.14): 
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{B, F} = — {F, B} <— comparando (19.129) e (19.131); 

{BiB 2/ F} = B-\ {B 2 , F } + {B lf F } B 2 ; 

{B, F 2 F 2 } = Fi {B, Fz} + {B, Fi} f 2 ; (19.132) 

{B 1 , FB 2 }=F{B v B 2 } + {B v F} B 2 ; 

{Bi, { B 2) F}} + {B 2 , {F, *}} + {?, {B lr B 2 }} = 0. 

Finaimente, o parentese de Poisson {Fi, F 2 } pode ser obtido, por exemplo, de 
(19.131) fazendo B = eFi e F = F 2/ 


{efi, h] 


=> elFuFy} 


/ d(eFi) df 2 ~ dF 2 djeFi) \ ^ dF 2 dF 2 d(eFi) \ 

I dq t dpi dq { dpi ) ; [ d0 a dn~ K + dd^ drc a ) 

e (_| dF 2 OF] \ / dF\ dF 2 dF 2 dF\ \ 

" V Chp dp i dqi dpt J € [d0 a dzr a ~ de a dn~ a J ' 


Porta nto. 


fp p \ — ( ^ + ^2 dFi \ / dFi dF 2 df 2 dFi \ 

1/2 \ dc h dpt ' dcjidpi) \dd a d7i a + de^dn^J ' 

e temos as propriedades (exercido 19.15) 


(19.133) 


{^ 1 / Fz} - {F 2 , Fi}; 

{ht F 2 F 3 } - {Fi, F 2 } F 3 - F 2 {Fi, F 3 } ; (19.134) 

{FF a ,F 2 }-B{F 1/ F 2 } + F 1 {B / F 2 }; 

{B, {F 1/ F 2 }} + {F lr { F 2 , B}} - {F 2 , {B, F]}} = 0; 

{F 2 , F 3 }} + (F 2/ {F 3 , Fi}} + {F 3/ (Fi, F 2 }| = 0. 


A quantizagao a partir de par£nteses de Poisson do tipo {F 2 , F 2 } nao pode ser 
a mesma dada por (19.12), pois sao simetricos. Assim, para este caso, deveremos 
ter 


i F if * 2 } ->• (Af 2 “F F 2 Fj ) = i [F^ P 2 ] + , (19.135) 

emque [,] + eanotagaodeanticomutador. Para osdemaiscasos, [Bi, B 2 }, {B, F} 
e {F, B}, a quantizagao e feita da maneira usual, ou seja, por comutadores. 

Para finalizar, temos que todas as propriedades expressas nos conjuntos (19.130), 
(19.132) e (19.134) podem ser compactadas num unico grupo. Sejam A, B e C tres 
quantidades de natureza bosonica ou fermionica. Associemos, a cada uma, um 
numero que denotaremos, respectivamente, por n A , n B e n c , cujos valores podem 
ser zero (caso bosonico) ou um (fermionico). Assim, 
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AB = (-1 ) n * n *BA. (19.136) 

Com isto, as propriedades dos conjuntos anteriores podem ser resum i das em (exer- 
a'cio 19.16) 


{A, BC} = (-1 ) n * n BB {A, C} H- {A, B} C; (19.137) 

{AB, C} = (— 1)"b”c {a, C}B + A {B, C}; 

(-l) n *”c [ Ar {b, C}} + (-1)"*”® {B, {C, A}} + {-r) n *”c {C, {A, B}} = 0. 

19.4.4 Infcio de uma aplica^ao 

Felo que falei no inicio da segao, uma aplicacao natural seria quantizar o campo 
de Dirac. Nao podemos faze-lo no momento porque a teoria apresenta vlnculos, 
assunto a ser tratado na segao seguinte. Entretanto, acho instrutivo apresentar o 
problema agora e, depois, voltar para resolve-lo (que sera feito no final da segao 
19.5). Para ficar bem claro o que sera apresentado, consideremos, primeiramente, 
o campo escalar complexo, visto no final da segao anterior. Substituindo n = <p* e 
7 T* = <p nos respectivos parenteses de Poisson dados por (19.93), encontramos 


t), p (?', f)}=M 3 ) (r-r"), 


(19.138) 


que sao equivalentes (um e o complexo conjugado do outro). Usando a tradicional 
ponte para teoria quantica, obtemos o eomutador [veja, por favor, o que foi dito no 
paragrafo apos as relagoes (19.94)], 


[<p(r, t), (j>* (?', f)] = ihS i 3 ] (r-r'). (19.139) 

No caso do campo de Dirac, a teoria esta baseada na agao 

S = I d 4 x$ (iy ;i d v - ^ J (19.140) 

em que tpeip = 7 0 sao spinores quadridimensionais. 7 ^ sao matrizes 4x4. Para 

detalhes sobre notagao e convencao, veja, por favor, o capitulo 9, particularmente, 
a segao 4. As coordenadas (anticomutantes) da teoria sao as componentes de xp(x) 
e ip 4 (x). O principle de Hamilton leva as equagoes (exercicio 19.17), 


(ijVd }i -~')f = 0, (19.141) 

f (iT^X + x) =0, (19.142) 
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que sao semelhantes. Uma e, tambem, a versao complexa da outra. 

Identificando a densidade de lagrangiana, 

C = ip (i^du ~ t/L (19.143) 

temos que os momentos canonicos conjugados a^e t/d sao 


. + 

n * = W« = ~ t% ' 


7Xt = 


dC 


0 . 


(19.144) 

(19.145) 


Lembrar que estamos usando derivadas a esquerda, dai a origem do sinal nega- 
tivo na primeira expressao. Observe a diferenga para o caso do campo escalar 
complexo. La, os momentos estavam relacionados as velocidades. Aqui, nao. C) 
primeiro e um relacionamento com coordenadas no espago das fases; o segundo, 
simplesmente uma relagao nula. Ambos sao vmculos. Vamos um pouco mais alem 
para ver o que isto significa. Os parenteses de Poisson nao nulos, envolvendo co¬ 
ordenadas e momentos, sao 


{< P*(r, t), n.p{r', t)} = -6 a p S^(r-r f ), (19.146) 

{tptir, t ), f)} = —S a p6^(r — r'). (19.147) 

Tambem, aqui, um e a versao complexa do outro. Entretanto, as expressoes dos 
momentos nao podem ser substituidas, como fizemos no caso escalar, porque sao 
vmculos. Caso o fizessemos, levaria a resultados diferentes, o que seria uma in¬ 
consistency, pois os parenteses sao equivalentes. Este problema sera resolvido no 
final da segao seguinte, apos aprendemos a lidar com os vmculos no formalismo 
candnico. 

19.5 Sistemas vinculados 

Aqui sera apresentada uma outra ponte do formalismo canonico para a teoria 
quantica, mas que nao e vista nos cursos de graduagao. O motivo e simples. Dentre 
os sistemas la data dos, por exemplo o oscilador harmonico e o atomo de hidroge- 
nio, nao ocorrem vmculos. Este processo de quantizagao ad quire papel relevante 
na quantizagao dos campos. Mas, como ja foi mencionado, ir a fundo nessas apli- 
cacoes fugiria da natureza e objetivos do nosso livro. Abordaremos, quando for o 
caso, apenas os exemplos iniciais da teoria de campos, mas apenas com o intuito 
de enfatizar o papel do dialogo que a Matematica tern com a Natureza. 
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Um exemplo simples para compreender como os vinculos devem ter um tra- 
tamento especial, na passagem do mundo classico para o quantico, e supor que, 
numa determinada teoria classica, exista um vinculo envolvendo coordenadas e 
momentos dado por 


T{q, p)= 0, (19.148) 

em que (q, p) estao representando, resumidamente, todas as coordenas q L e pi do 
espaco das fases. Para nao sobrecarregar a nota^ao, faremos todo o desenvolvi- 
mento com coordenadas bosonicas. A extensao para o caso fermionico nao apre- 
senta dificuldades, conforme mostraremos no exemplo do campo de Dirac (final 
da segao). 

O parentese de Poisson desta quantidade com outra qualquer da teoria pode 
nao ser nulo. Como exemplo, mencionemos o caso da particula relativistica (a ser 
tratada com detalhes mais adiante) que possui o bem conhecido vinculo, 

p 2 — m 2 c 2 = 0. (19.149) 

Tomando o parentese de Poisson deste vinculo com a coordenada Xp, temos 

, p 2 - m 2 c 2 J = {xp, p v p v } 

= {*Ji*P V }pv + P V {Xp,Pv} 

^$pv + 

= 2 pp, (19.150) 

que e, de maneira geral, diferente de zero. Por este motivo, em lugar de (19.148), e 
comum escrever 


r{q, p) W 0, (19.151) 

em que se diz fracamente igual a zero, significando que a igualdade T(q, p) = 0 
nao vale, necessariamente, dentro dos parenteses de Poisson. 

Consideremos, entao, que o parentese de Poisson de uma certa quantidade 
A{q, p) da teoria com o vinculo T(q, p) = 0 nao seja nulo, 

{A , P} t^O. (19.152) 

Na passagem para a teoria quantica, A e F transformam-se em operadores, que 
chamaremos de A e F. Em virtude de (19.148), T e run operador nulo (em ter- 
mos quanticos, o significado fracamente nulo nao faz sentido). Assim, qualquer 
comutador envolvendo F deve ser nulo. Particularmente, 

[A, f] = 0. (19.153) 
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Mas, pelas relagoes (19.12) e (19.152) deveri'amos obter um resultado diferente de 
zero para o comutador entre A e F. 

Como vemos, o procedimento geral da quantizagao canonica, dado pela relagao 
(19.12), leva a inconsistency s na presenga de vmculos. Foi Dirac quem descobriu 
a maneira correta de lidar com este problema. Uma referenda initial, de leitura 
simples e agradavel, e o proprio livro do Dirac, Lectures on Quantum Mechanics (nao 
confundir com The Principles of Quantum Mechanics, do mesmo autor). A finalidade 
desta segao sera a apresentagao dos seus aspectos principals. E conveniente, em 
caso de duvidas, que voce reveja os passes do processo da quantizacao canonica 
para sistemas nao vinculados, discutido no initio do capitulo. 

Seja um sistema descrito pela lagrangiana L{q, q) num espago de configura- 
goes N-dimensional, representado pelas coordenadas generalizadas q\ r em que 
i — 2, ..., N, sen do cp as velocidades generalizadas correspondentes (nao acres- 

centaria muito incluir uma dependency temporal explicita na lagrangiana). A pas- 
sagem para o formalismo hamiltoniano e feita, primeiramente, pela introducao dos 
momentos canonicos. 


Pi=jT- (19.154) 

dqi 

No caso de sistemas nao vinculados, e p, sao variaveis independentes, represen- 
tando o espago das fases. Pode acontecer, entretanto, de haver sistemas em que as 
relagoes dadas por (19.154) levem a vmculos. Denotemo-los, genericamente, por 

<f>rn(q, P ) « 0, m = 1, 2, ..M < N. (19.155) 

Esses vmculos, decorrentes diretamente da definicao de momento, sao chamados 
primarios. Outros podem existir, agora nao mais oriundos de (19.154), e tomam o 
nome de secundarios. 

Sabemos que o formalismo hamiltoniano baseia-se na definigao da hamiltoni- 
ana canonica. 


H c{q, p) ^ Piqi ~ L(q, q). (19.156) 

Colocamos explicitamente o indice c para diferengar do caso com vmculos. Como 
vimos, a hamiltoniana e fungao apenas das coordenadas e momentos. Na pratica, 
a eliminacao das velocidades envolve transformagoes do tipo. 


(q, q) (q, p). 

O jacobiano para esta transformagao e determinado pela matriz 

dpi _ d 2 L 
dqj dqidqj' 


(19.157) 


(19.158) 
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chamada hessiana. Quando seu determinante e diferente de zero, as transforma- 
goes (19.157) sao sempre possiveis e a hamiltoniana H c (q, p) e unicamente deter- 
minada. Isto ocorre na ausencia de vinculos. Quando existem, a matriz hessiana 
e singular e, consequentemente, nem todo cp pode ser univocamente escrito em 
termos de q e p. Havendo M vinculos, havera igual numero de velocidades nessas 
condicoes. 

Neste ponto, ha dois caminhos que podem ser seguidos. Um deles, muito sim¬ 
ples a primeira vista, consiste na utilizagao direta dos vinculos para eliminar os 
graus de liberdade que nao sao independentes. Embora seja uma solucao logica, 
pode nem ser tao simples nem conveniente de ser usada. No segundo, o desen- 
volvimento e feito mantendo-se as variaveis dependentes e, consequentemente, as 
relates de vinculo. O metodo de Dirac baseia-se neste procedimento. 

Como ja foi mencionado, na presenga de vinculos a hamiltoniana nao e univo¬ 
camente determinada em termos de coordenadas e momentos. A fim de se ter uma 
ideia da forma da hamiltoniana a ser usada, efetivamente, calculemos as equacoes 
de movimento no espago das fases. Seja, entao, o principio de Hamilton com L 
obtida de (19.156). Os passos iniciais sao os mesmos do caso sem vinculo (veja, 
por favor, exercicio 19.1), 







dt = 0, 


em que foi usada a relagao 


( 19 . 159 ) 


SHc = 3 -^ Sqi + 3 -^ Spi . ( 19 . 160 ) 

dcp dpi 

Ela e consequencia das definicoes da hamiltoniana e do momento canonico, inde- 
pendentemente se, em termos praticos, as velocidades podem ser, ou nao, substi- 
tuidas explicitamente pelos momentos. 

Em (19.159), como e <5p, sao funcoes arbitrarias do tempo, conclulmos que a 
integragao so e nula se o integrando o for, 

Em virtude das M relagoes de vinculo envolvendo coordenadas e momentos (va~ 
mos supor, por enquanto, que so existam esses vinculos), nada podemos concluir 
da relagao acima. Por outro lado, de (19.155) temos 


d(p m 

dqi 




dipm 

dpi 


dpi 


0 . 


( 19 . 162 ) 
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Sao, ao todo, M equagoes. Multiplicand© cada uma por X m que, em geral, podem 
ser fungoes de q e p, e adicionando o resultado a (19.161), encontramos (a soma em 
m tambem esta subentendida). 


Pi 


dH c 

city 


X, 


d<pm 




dH c 

dpi 


-A, 


d<pm 
'' fyi 


dp, « 0 . 


(19.163) 


Temos, agora, M fungoes arbitrarias X m (q, p), que sao os multiplicadores de La¬ 
grange. Com isto, e posslvel obter as equacoes de Hamilton, 


. dH c , d(p m 
Pi ~ Am / 

dpi dq { 

dH d<p m 

Pi ~ x-r A m — • 

dpi dpi 


(19.164) 


Efetivamente, e como se tivessemos definido uma nova hamiltoniana, dada por 


H = H c + A m (p m « H c . (19.165) 

Vemos que o prego pago pelos M vlnculos 6 a presenga de M multiplicadores de 
Lagrange. 

Como foi dito, pode haver mais vinculos (secundarios - ja veremos como determina- 
los). Neste caso, sao incorporados a teoria de maneira semelhante. Por exemplo, 
consideremos que existam K vmculos secundarios (M + K < N). A chamada ha¬ 
miltoniana total passa a ser 

H = H c -r X a (p a ,' a = \, 2, ..., M + K . (19.166) 

Vejamos como os vinculos secundarios sao determinados. Seja <p m um dos M 
vmculos primarios. E uma questao de consistencia que vinculos nao evoluam com 
o tempo. Podemos, assim, escrever, 


1 Pm — {<pnt/ H} 

— {(pntr H c + A ntyn] 

= {(pm/ H c } + A n {(pm/ (pn} + {(pm, A„} <p n 

~ {(pm, H c } + An {(pm, <pn} 

« 0. (19.167) 

Como podemos observar, usarnos que <p m e obtido atraves do parentese de Pois¬ 
son com H. E isto possivel, mesmo podendo existir mais vinculos? A resposta e 
afirmativa. Explicaremos daqui a pouco. Por ora, apenas aceitemos que seja. 

Podemos destacar em (19.167) duas possibilidades, que estao relacionadas ao 
parentese de Poisson entre (p m e (p n ser ou nao zero (fracamente). 

[531] Wteye:-.:-,; 
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l 3 ) {^m' (pn] ~ 0. 

Neste caso, obtemos {<p m , H c } ~ 0, que e uma relagao de vinculo. Pode 
ser um dos vinculos primarios ja conhecidos. Se isto ocorrer, (19.167) e uma 
mera relagao de consistencia. Mas, pode acontecer de ser um novo vinculo, 
chamado secundario, por nao vir diretamente da definigao de momento. 

2- ) {(ptnr <pn} 0- 

Agora, nao obtemos novo vinculo, mas uma relagao com multiplicadores da 
Lagrange. 

Este processo deve ser repetido para tod os os vinculos, inclusive os secun¬ 
darios que vao sendo obtidos. Procedemos assim ate se esgotarem todas as 
possibilidades, isto e, ate que nenhum vinculo novo seja obtido (apenas repe- 
tigao dos ja existentes) e ate que todos os multiplicadores de Lagrange sejam 
determinados. 

Voltemos a questao levantada ainda ha pouco, sobre termos usado H para obter 
(pm na relagao (19.167). O correto seria usara hamiltoniana total. Entretanto, isto 
nao seria possivel, pois nao conheciamos os vinculos secundarios. Agora conhece- 
mos. Facilmente percebemos que se montarmos equagoes semelhantes a (19.167), 
usando H em lugar de H, obteremos os mesmos vinculos e os mesmos multiplica¬ 
dores de Lagrange. 

Citemos, ainda, que vinculos primarios (obtidos da definigao de momento), e 
secundarios (vindos de relagoes de consistencia de que vinculos nao evoluem com 
o tempo) podem nao ser ainda os unices vinculos. Nas teorias de gauge, como a 
particula livre e o eletromagnetismo, ha o aparecimento de novos vinculos quando 
fixamos o gauge. Veremos detalhes a seguir. 

19.5.1 Vinculos de primeira e segunda classe 

Ainda ha pouco, fizemos a classificagao dos vinculos em primarios e secundarios, 
que esta relacionada a maneira como foram obtidos. Esta classificagao e apenas 
uma questao de organizagao. Para a quantizagao canonica, nao importa tal ordem, 
estao em pe de igualdade. Neste sentido, uma classificagao mais util e separar 
aqueles que possuem parentese de Poisson zero (fracamente) com todos os vincu- 
los da teoria, que recebem o nome de vinculos de primeira classe. Consequente- 
mente, sao chamados de segunda classe os que nao satisfizerem essa propriedade. 

Ha um fa to importante a ser destacado. A existencia de vinculos de primeira 
classe significa que a teoria possui simetrias, correspondendo a uma teoria de 
gauge. Ha dois caminhos a serem seguidos. O primeiro e fazer a fixagao do gauge 
(quebrando a simetria), levando, assim, a novos vinculos. O problema deste pro- 
cedimento e a sua nao covariancia. Ja veremos um exemplo. 

Outro caminho e nao proceder a fixagao de gauge e trabalhar covariantemente. 
Neste caso, pode-se seguir uma elegante tecnica, apoiada na chamada simetria 
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BRST, iniciais de Becchi, Rouet, Stora e Tyutin. Nao abordaremos este caso, pois 
vai alem do nosso livro. Ha uma outra maneira que corresponde, digamos, a um 
estagio preliminar e men os elaborado da simetria BRST, que consiste em man ter os 
graus de liberdade nao fisicos mas fazer a elimina^ao posteriormente, nos estados 
quanticos. Este processo e conhecido como Gupta-Bleuler e optaremos por usa-lo 
na quantizagao das cordas, a ser desenvolvida no ultimo capitulo. 


19.5.2 Parentese de Dirac 


Repetiremos o mesmo procedimento do irncio da se^ao 2, quando chegamos aos 
parenteses de Poisson, que se constituiram na ligatjao para os comutadores da te- 
oria quantica. Agora, obteremos os parenteses de Dirac, que terao o mesmo papel 
nas teorias com vmculos. Seja, entao, a evoluqao temporal de uma certa quanti- 
dadedinamica A(q, p, t). 


dA _ dA . dA . dA 
~dt ~ dq^ i+ dp^ i + ~dF' 

Usando as equates de Hamilton, dadas por (19.164), vem 


(19.168) 


dA 3 A / dH c d(p a \ dA ( dH c t d(p a \ 3 A 
dt dq } \ dpi dpi ) dpi \ d(p a dqi ) + dt 

dA 

* {A, He} + A 0 (A, <p a ] + (19.169) 

em que a = 1, 2, ..M -TK [veja, por favor, (19.166)]. Todos os vmculos estao 
inelmdos, inclusive os decor rentes dafixacao de gauge, caso existam. 

Por outro lado, substituindo A por qualquer um dos vinculos, temos 


f% 

dt 


0 fa {<p b , H c ] + A fl {<f) b , (p a }. 


(19.170) 


Introduzindo a matriz C, cujos elementos sao os parenteses de Poisson dos vincu¬ 
los. 


C-flfr — {$£3 t 4>b} > 


(19.171) 


temos 


AflQ, a + {( pb / H c ] « 0 
^ A^C* + Cj {(pb, H c } ~ 0 

=5- A c~-Cp{f b ,H c }. (19.172) 


Levemos este resultado para (19.169), 
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~ {A, H c } - {A, fc} C - 1 {*, H c ] + — 
dA 

~ {A, H c } d + —, (19.173) 

em que 

{A, H c } 0 - {A, H c } ~ {A, ,p„} Cj {fo , H c } (19.174) 

e o parentese de Dirac entre A e H c . 

Lembrando da comparagao entre (19.7) e (19.11), quando se inferiu a relagao 
basica da quantizacao canonica [veja, por favor, (19.12)], 

{A,B} -► 

O resultado obtido em (19.173) sugere que no caso de vmculos, a ponte para a 
Mecanica Quantica se faga por meio dos parenteses de Dirac, 

{A, e > D ^ B], (19.175) 

em que o significado da quantidade {A, B}q segue a definigao (19.174), 

{A, B} D = {A, B} - {A, f,} C - 1 {ft, B} . (19.176) 

Podemos verificar a consistency da relacao acima para o caso de teorias com 
vinculos. Primeiramente, talvez a mais importante, e que vmculos valem forte- 
mente nos parenteses de Dirac, 


{A, (p c }o — {A, <Pc } {A, (p a } Cj {(p[y , (p c } 

— {A, (p c } — {A, i p a } C^Cbc 
~ {A, (pc} — {A, (pa} 5 a c 

= o. (19.177) 

Assim, nao ha inconsistencias na passagem (19.175). Tambem, a algebra dos co- 
mutadores (19.16) e verificada para os parenteses de Dirac (exercicio 19.18). 

19.5.3 Primeira quantizacao da partfcula livre relativistica 

Vimos na secao 19.3 a quantizacao de uma partfcula livre relativistica atraves do 
seu campo (escalar). Nao fomos muito alem nos desdobramentos, so menciona- 
mos que aquele processo referia-se a segunda quantizacao. A primeira, baseada 
nas coordenadas, sera o assunto desta secao. Tambem nao entraremos em muitos 
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detalhes. A principal motivate e mostrar que a primeira quantizacao corresponde 
a urn sistema vinculado. A convengao e a notagao seguirao as estabelecidasna sub- 
segao 18.2.1 do capltulo anterior. Assim, a lagrangiana e o momento sao [veja, por 
favor, as relagoes (18.31) e (18.32),bem como a explicagao que veio a seguir] 


, (19.178) 

dL 
dx fi 
mex }i 
V ^ 7 

m±v , (19.179) 

em que x fi e a quadrivelocidade. Temos, tambem, os parenteses fundamentais de 
Poisson, 



pv) = $ , 

{x> 1 , x v } = 0 = {pv, p v } . 


(19.180) 


A quantizagao canonica nao pode vir diretamente desses parenteses, mediante 
a passagem (19.12), porque a teoria possui vinculos (exerdcio 19.19). Da relagao 
(19.179), diretamente obtemos 


(pi — p 2 ~ w 2 c 2 ~ 0 / (19.181) 

que e urn vinculo primario. Poderiamos seguir o que preceitua o metodo de Dirac 
e procurar por vinculos secundarios, terciarios etc. Depois, verificar quais sao de 
primeira e segunda classe. Entretanto, pela natureza do problema, so existe este 
vinculo, que € decorrente da simetria de gauge da teoria. O quadrivetor x 1 * e fun- 
gao de um parametro, que temos chamado de r (veja, por favor, novamente a segao 
18.2). A simetria de gauge corresponde a invariancia por reparametrizacao, 

r —> f — t(t). (19.182) 

Seguiremos o caminho da fixagao de gauge (veja, por favor, o final da subsegao 
19.5.1). Como r e um parametro de natureza temporal, nada ha mais natural do 
que considerar 


x° = ct, (19.183) 

o que esta consistente com a equagao de movimento xV = 0. A teoria possui, entao, 
um novo vinculo. 


<£>2 = X° — CT ss 0. 


(19.184) 
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Com isto, (pi e (p 2 passam a ser de segimda classe, 

{<h> ^ 2 } = {v 2 ~ m 2 c 2 , x° - crj 
= 2 Pli {p»,x°} 

= 2p° / 0. (19.185) 

Calculemos os parenteses de Dirac. Precisaremos da inversa da matriz C, envol- 
vendo os parenteses de Poisson dos vinculos. 


*-*■( ”,;) 

- «♦•*(? V)- 

Usando a definicao de parentese de Dirac, (19.176), obtemos (exera'cio 19.20) 

{^/ Mo = 0 = Md' 

dos qua is seguem os comutadores 

[ X? r Pv] = tH (tft + ^ , 

W 1 ' x v] - 0 = [p-“, p v ]. 

Para concluir, apenas mencionemos como seria trabalhar no metodo de Gupta- 
Blculer, referido no final da subsecao 19.5.1. Manterfamos todos os graus de liber- 
dade x? e pG mas as restrigoes viriam nos vetores \ ip). So aquelespertencentesao 
espago de Hilbert permaneceriam. Sao os que satisfazem. 

( P 2 ~ mVj \ip) = 0, (19.189) 

cm que o p {i acima refere-se ao operador momento-energia. 

19.5.4 Quantizagao do campo de Dirac 

Vimos, no final da segao 19.4, que os momentos canonicos da teoria de Dirac, cuja 
lagrangiana e 

£ = $ ip, (19.190) 


(19.187) 


(19.188) 
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sao dados por 

-I'ri, (19.191) 

0, (19.192) 

em que ip e ip — ip f y° sao spinores quadrimensionais (veja, por favor, a segao an¬ 
terior, no que diz respeito a convengao no manuseio de variaveis anticomutantes e 
sobre os campos de Dirac). Tambem chegamos a escrever os parenteses de Poisson 
nao nulos. 


Tin = 


nt = 


dC 

dip K 

dC 

dipt 


{ipJr, t), np(r r , 0} = -^^(r - r'), (19.193) 

{fc + (r, t), 7r+(r', f)} = < 19 - U4 > 

Como foi mencionado, nao podemos proceder a quantizagao canonica a partir des¬ 
ses parenteses, transformando-os em anticomutadores, em virtude dos vmculos 
(19.191) e (19.192). Para ficar na notagao apropriada ao calculo dos parenteses de 
Dirac, fagamos 


<Pu = + iipt 0, (19.195) 

(p2a = Tit ~ Q, (19.196) 

que sao de segunda classe, pois 

{<Pu(r, t), popif', t )} = i {tf£(r, t). Tip{r ! , t )} 

= (19.197) 

Assim, podemos garantir que nao ha mais vmculos [a condi gao de consistencia 
(19.167) levara, apenas, a determinagao dos multiplicadores de Lagrange] . Preci- 
saremos da matrix inversa dos parenteses de Poisson dos vmculos. 


= J )<5‘ 3 ’ (r-r') 

=> C-i = iij, ( ° J ) ^\r - ¥'). (19.198) 


Os parenteses de Dirac sao (exercicio 19.21) 
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{Mf t)r $0'* i)} D = -iS^S^Xr-f’), 
{$«{?, t), K0', = S u 0 z) (f ~r’). 


(19.199) 


Os demais sao nulos. No segundo, podemos substituir np por —irpp, que e o vin¬ 
culo cp-] p (os vlnculos valem fortemente nos parenteses de Dirac), e obter a primeira 
relagao. Assim, so ha um parentese nao nulo, que consideraremos ser o primeiro. 
A quantiza^ao canonica e, entao, obtida pela passagem (19.135), 


[%{t t), $0’, 0] = h& a p6&(r- r'), (19.200) 

que 6 a relagao basica no processo de quantizagao do campo de Dirac. Como venho 
mencionando, daqui para a frente o dialogo e muito longo e nao e a inten^ao do 
nosso livro continuar parti cipando dele. 

Vamos concluir esta se^ao fazendo um comentario sobre algo que o leitor ja 
pode ter notado. Se substituissemos np por — iip^ no parentese de Poisson (19.193) 
obterfamos uma relagao similar a encontrada acima, para o parentese de Dirac. Por 
que, entao, nao fizemos isso logo no inicio? A resposta ja sabemos. Vfnculos nao 
valem fortemente nos parenteses de Poisson. Com toda razao, voce poderia ainda 
argumentar: E por que deu o mesmo resultado? E apenas uma coincidencia, nada 
mais do que isso. 

Caso o leitor nao acredite (ou acredite, mas gostaria de argumentos mais con- 
vincentes), considere o seguinte. Adicionemos o termo — uma deri- 

vada total, a densidade de lagrangiana (19.190) 


7YIC 7 

£ = 0,(ry^ip) 

= f'V'^ - ip - (17*% + ip. (19.201) 

Como o termo introduzido foi uma derivada total, ele nao afeta a teoria. Por 
exemplo, a equagao de movimento e exatamente a obtida na segao 19.4, dad a por 
(19.141) ou (19.142). E claro que a quantizacao tambem nao deve ser afetada. Veri- 
fiquemos esta ultima parte com mais detalhes. Os momentos canonicos referentes 
a ip a e ipl, obtidos da densidade de lagrangiana acima, sao 




(19.202) 
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Se substituirmos esses momentos nos parenteses de Poisson (19.193) e (19.194), en~ 
contraremos j ip a (K t), ipp(r f , 0 } = (r - ?'), isto e, com um fator 2 que 

nao havia. For outro lado, calculando-se os parenteses de Dirac para os vfnculos 
acima, obteremos (exercfcio 19.22) 


{VfcfrO/ </$ (?'/ 0} D = -it*p6 {3) 

{Mt 0} D = (19.203) 

{^(r, t)7rj(r', 0} D - -\^6 {3] (r-r f ). 

Os demais sao nulos. Agora, sim, os vfnculos podem ser substitufdos fortemente, 
Fazendo isto, observamos que todos os parenteses sao equivalentes ao primeiro e, 
consequentemente, o comutador (19.200) e obtido sem inconsistencies. Portanto, o 
que tinha acontecido foi realmente coincidencia. 

19.5.5 Um pouco mais sobre derivada total e quantizagao 

Voltemos ao que foi dito na subsegao anterior, que a introdugao de um ter mo de 
derivada total na lagrangiana nao altera a quantizagao. Sabemos que nao afetam o 
princfpio de Hamilton e, assim, nao mudam a trajetoria classica. 

Por outro lado, temos falado que uma das maneiras de ver o processo quan- 
tico e atraves das contribuigoes fora da trajetoria classica. Sera, entao, que tais 
termos nao poderiam contribuir nesta regiao e, de alguma maneira, ter influencia 
na quantizagao? A resposta sabemos que e nao, ou nao faria sentido ser sim. O 
motivo e simples. Se contribufssem, nao haveria o mlnimo controle nas previsoes 
quanticas, pois qualquer termo de derivada total pode ser introduzido na lagran¬ 
giana. Vimos, na segao anterior, que a quantizagao do campo de Dirac nao mudou 
quando isto foi feito. 

Tomemos outro exemplo. Seja a densidade de lagrangiana para o campo escalar 
real, 

"JV). (19.204) 

cujo tratamento canonico foi feito na segao 19.3, e levou ao parentese de Poisson 
nao nulo. 


{<p(r, t), 7t(f r , f)} = 5^{f — r'). (19.205) 

Aqui, como nao ha vfnculos, pode-se substituir o momento canonico rc ~= (p e, com 
o uso de (19.12), chegar a conhecida expressao do comutador 

[<p(r, f), < p(r', f)] = ihS^(f — f l ). (19.206) 
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Agora, somemos a lagrangiana acima o termo de derivada total — jd v ((p d^cp). 
O resuJtado e 


CJ - --(p\3<p - —y- <p 2 . (19.207) 

4 h 

Mostraremos que partindo da lagrangiana CJ, chegaremos ao mesmo comutador. 
De imediato, deparamo-nos com uma dificuldade. O que e momento canonico 
conjugado ao campo <p para £'? Esta lagrangiana possui derivadas de ordem su¬ 
perior.- 4 ^ Vamos apresentar, resumidamente e de maneira geral, alguns aspectos 
deste formalismo. Depois, voltaremos para lidar com (19.207). Seja, entao, uma 
lagrangiana do tipo 


£ = C(<p, d fl <p, d v d v <p ). (19.208) 

A generalizacao para casos com derivadas de ordem superior a segunda e facii- 
mente obtida mediante o que sera exposto. Primeiramente, consideremos a obten- 
gao da equagao de Euler-Lagrange. Pelo principio variacional usual, 

<5 2 dt I d 5 r C = 0 (19.209) 

e, considerando que nos instantes t\ e o sistema seja caracterizado por (em li- 
nhas gerais, sera o mesmo procedimento que voce deve ter feito na resolugao do 
exerdcio 17.1) 


fifth) = Sftt 2 ) = 0, 
fifth) = p(t 2 ) = 0, 


(19.210) 


a equagao de Euler-Lagrange e diretamente obtida, 

dC _ d£ , . d£ , 

A7 ~ ^ ^ + 9 A aTa a 71 = (19.211 

o(p d{dji<p) d{d }l d v <p) 

Para calcular os momentos canonicos (e no plural mesmo, pois ha um conjugado 
a <p e outro a ip), usaremos o procedimento adotado no livro Mechanics, de L. D. 
Landau e E. M. Lifshitz, secao 43. Consideremos variagoes da acao com apenas 
um dos extremos mantido fixo, por cxemplo. 


fifth) = 0, 

fifth) = o. 


(19.212) 


<4> Isto e dito quando derivadas de ordem superior a primeira atuam sobre o campo. 
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Obteremos, entao (exercfcio 19.23), 


5S = 



d_dC 
dt dp 



^ 


(19.213) 


em que a parte referente a equa^ao de movimento nao foi escrita. 6<p e 6<p cor¬ 
respondent a variacoes em t = t 2 - Os momentos canonicos n e rj, conjugados 
respectivamente a p e <p, sao justamente os coeficientes d e S<p e Sp, 


dC _ d_d£ _ dC 
dip dt dp 1 3(3,<£>) 
dC 


(19.214) 


O proximo passo seria calcular a hamiltoniana etc. Nao faremos isto, apenas men- 
cionemos que os parenteses fundamentals de Poisson, nao nulos, sao 


{p{r, f), 7i(r', t)} = S^if-r'), 
{<p(r, 0} = S^(r-r'). 


Chamo a atengao que o parentese de Poisson {p(r, t ), p(r', t )} e agora nulo, pois <p 
e <p sao variaveis independentes no formalismo com derivadas de ordem superior. 

Voltemos a densidade de lagrangiana C. Usando as relates (19.214), tern os os 
momentos 



Ambos sao vlnculos (primarios). Reescrevamo-los como 


(19.216) 


Xi = n - ~p « 0, 

x 2 = v + \<P ~ 0- 


O parentese de Poisson entre X] e X 2 e 


(19.217) 


{Xi(r, f), X 2 (r', I)} = S {3) {r - r'). (19.218) 

Como podemos observar, os vinculos primarios X-\ e X 2 sao de segunda classe. 
Entao, pelo que ja destacamos em casos anteriores, podemos garantir que nao ha 
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vfnculos secundarios. Passemos diretamente ao cdlculo dos parenteses de Dirac. 
A matriz dos parenteses de Poisson dos vfnculos e 

• 

A matriz inversa C _1 ( f, r'), definida por meio da rela^ao 

I d 3 r'C~ l (r, f')C(r', f n ) = 5^\r-r"), 

e, entao, dada por 

C ( ", 

Coin isto, calculamos os parenteses de Dirac (exercfcio 19.24), 

{<!>{?, t), iz(r', t)} n = 

{<P(r, t), 7]{r’ f 0} D = i<5 (3) (r-r'), 

{<p{r, t), <p(f', t )} D = d i3) {r- r'), 

Me 0/ 0} D = -^ (3) (r-r'). 

Os parenteses restantes sao nulos. Como os vfnculos valem. fortemente nos paren¬ 
teses de Dirac, e apenas uma questao de calculo algebrico mostrar que todos acima 
resumem-se em (exercfcio 19.25), 

{<p{r, t ), (p(rt)} D --= £ (3) (r - r f ). (19.223) 

A ponte para a quantizagao candnica e feita por meio deste parentese, levando, 
portanto, ao conhecido comutador (19.206), como ja esperavamos. 

O que julgo relevante de ser enfatizado neste exemplo e que nao importa o 
caminho que sigamos atraves do dialogo da Matematica. Se o ponto de partida 
estiver certo, mesmo que nao seja o estabelecido convencionalmente, a Matematica 
ievar-nos-a ao resultado correto. 

19.6 Exercicios 


(19.219) 


(19.220) 


(19.221) 


(19.222) 


1. Obtenha as relagoes (19.6) pelo prinefpio de Hamilton (mais especificamente a 
primeira, porque a segunda e consequencia direta da definigao da Hamiltoni- 
ana). 
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2. Verifique as relagoes satisfeitas pelos parenteses de Poisson e comutadores, da- 
das por (19.15) e (19.16), respectivamente. 

3. Mostre que o vetor de Runge-Lenz e perpendicular ao momento angular. 

4. Obtenha a algebra dada por (19.63). 

5. Mostre que os operadores /, e K,, dados por (19.65) e (19.66), respectivamente, 
satisfazem a mesma algebra do exerclcio anterior. 

6. Obtenha a relagao (19.68). 

7. Idem para (19.70). 

8. Idem para (19.71). 

9. Idem para (19.72). 

10. Obtenha as equagoes de Hamilton dadas por (19.84). Mostre que elas tambem 
podem ser escritas como aparecem em (19.85). 

11. Obtenha os parenteses fundamentais de Poisson dados por (19.90). 

12. Verifique a validade da relagao (19.112). 

13. Verifique as relagoes (19.130). 

14. Idem para (19.132). 

15. Idem para (19.134). 

16. Idem para (19.137). 

17. Usando o princfpio de Hamilton para a agao (19.140), obtenha as equagoes 
(19.141) e (19.142). 

18. Mostre que os parenteses de Dirac satisfazem uma algebra semelhante a dos 
comutadores, dada por (19.16). 

19. Verifique que a matriz hessiana para a partlcula livre relativistica e, de fato, 
singular. 

20. Obtenha os parenteses de Dirac dados por (19.187). 

21. Idem para (19.199). 

22. Idem para (19.203) e mostre que os dois ultimos sao compativeis com o pri- 
meiro com a substituigao dos vmculos. 

23. Obtenha a expressao (19.213). 
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24. Calcule os parenteses de Dirac dados por (19.222). 

25. Substituindo os vfnculos nos parenteses acima, mostre que tod os tendem a um 
so parentese, dado por (19.223). 
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Neste capitulo, desenvolveremos o metodo das integrais de caminho para a regiao 
de atuagao da equacao de Schrodinger, isto e, primeira quantizagao nao relativis- 
tica. O caso relativistico (que apresenta vfnculos) e a aplicagao na teoria de campos 
sao processos muito especificos para um livro introdutorio e da natureza do nosso. 


20.1 Operador evolu^ao temporal 

A finalidade desta e da proxima secao e a introdugao de alguns conceitos a fim de 
facilitar a compreensao das integrais’de caminho, que comegaremos a ver a partir 
da segao 3. 

Seja j ip(to)) o estado correspondente a uma partlcula no instante to- O ope¬ 
rador evolugao temporal U[t, to), atuando em | ip{to)}, fornece-nos o estado da 
particula no instante t (t > to), 

| ip(t)) = U(t, to) I V’(f„)>- (20.1) 

Pela nossa experiencia no tratamento quantico, esperamos que U deva ser escrito 
em termos do operador hamiltoniano. De fato, tomando a derivada em relagao a t 
de ambos os lados de (20.1), temos 

Usando a equagao de Schrodinger e, novamente, (20.1), vem 

I W)) = to) I $(to) ) =>- 
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=> f 0 ) I Wo)) = J) u(t, t„) | Wo) ), 

da qual obtem-se uma equa^ao diferencial para o operador evolucao temporal, 

jU{t, t 0 ) - - l -HU(t, t Q ), (20.3) 

acompanhada da (natural) condigao 


U(f 0/ t 0 ) = 1- (20.4) 

A solugao de (20.3) na forma integral, com a condigao (20.4), e (na secao 20.4 vere- 
mos outro tipo de solu^ao) 

U(f, t 0 ) = 1 - ~ J dt\ H(h)U{h, t 0 ). (20.5) 

O que faremos e proceder iterativamente, substituindo U(t, to) no lado direito da 
mesma expressao, 


U(t, t 0 ) = 1 - 
= 1 - 



U dt ' H ^ + 


- l - / 1 dt 2 H(t 2 )U(t 2 , to) 

(4 ) [dh [ dh I! h.)"<b. to) 


= 1 4.£ + (4) l dt >f ^ wmu+■■■ 

+ (-^) £dtiy ' 1 dt 2 -• • £" _1 dt n H(ti)---H(t n yu(tn,t 0 ). 


( 20 . 6 ) 


Quando n -w co, t n -w to. Assim, apos infmitas iterates. 


00 / ,\ n ft ft , r*„.~1 

U(f,fo) = l+£ -i dh dt 2 -■-/ dt n T(H(h) --H{t n )), (20.7) 

n_l \ / -’k dt(\ 

em que foi usada a relagao (20.4) ao fazer lim,,-^. lT(f n/ to) = Ji(to, to) = 1. O 
operador tempo ordenado T possui a seguinte definicao: 


T(A(t 1 )B( f 2 )) 


(MhMh) 

{B(t 2 )A(ti) 


se t j > f 2 , 
se t 2 > h, 


( 20 . 8 ) 


sendo AeB dois operadores quaisquer. A utiliza^ao do operador tempo ordenado 
em (20.7) deve-se ao fato de t\ > t 2 > ■ - • > t n . Hie e simetrico com respeito a troca 
entre t\ > t 2 > ■ ■ ■ > t n - Assim, podemos dizer, por exemplo. 
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f'dh f 1 dt 2 T = f dh R dt 2 T (H(t 2 )H(h)) 

-'h -I to •’to ''to 

= f*dt 2 f 2 dhT {H{h)H{t 2 )). (20.9) 

•'to Jtfi 

Na primeira linha, usamos a simetria do tempo ordenado, T(H(ti)H(t 2 )) ~ 
Na segunda, trocamosas variaveis de integra^ao. O lado esquerdo 
de (20.9) corresponde a regiao de integragao mostrada na primeira figura 20.1; e 
o lado direito, a da segunda. Portanto, podemos acrescentar mais uma linha a 
expressao anterior (veja, por favor, a figura 20.2), 

fit , [ h dt 2 T(H(t 1 )H(t2))= [‘dh [ dt 2 T (H(f 2 )H(fj)) 

■’t o J to d to J to 

= U t dhT{H{t x )H{t 2 )) 

■'to 'to 

= \ l[ dh j‘ dt 2 T (HlH)H(h)) . (20.10) 

Estendendo para n integrates, teremos o fa tor l/?i! em lugar de 1/2, pois 
podem ser feitas, ao todo, n permutacoes. Com isto, a expansao (20.7) transforma- 
se em 

00 i f i\ n ft ft ft 

U(f, fo) = 1 + £ - -r dh dt 2 ■■ dt n T (H(h) ■ ■ • H(f„)) (20.11) 

n=-\ n ’ \ n / -'to -Ito 2f 0 

que pode ser escrita, simbolicamente, na forma compacta 

U(t,to) = Texp (^J t J t dt' H(t r )^ (20.12) 

O seu significado encontra-se, de fa to, na expressao anterior. 



Figura 20.1. Regides de integrate correspondentes aos ladas esquerdo e direito de (20.9). 
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t 2 





—————— 

m 







t 0 t 

Figura 20.2. Regiao de integragdo para (20.10). 


20.2 Propagador quantico 

Voltemos a relacao (20.1). Seja X o operador posicao e ?q ) o seu autoestado com 
autovalor 


X|r 0 ) = r 0 |r 0 ). (20.13) 

Como vimos no capitulo 19, subsegao 19.2.2, podemos identiiicar 

V ( j0,to) = (7 o \f(t Q )), (20.14) 

em que |^(ro, to) | 2 esta relacionado, como e bem conhecido, a probabilidade de a 
partlcula ser localizada em 7q no instante Iq. Da mesma forma, tem-se que a fun^ao 
fit t ) e 


fit t) = {r\xP(t)), (20.15) 

sendo r ) o autoestado de X com autovalor r. Tomemos, agora, o produto escalar 
de (20.1) com o vetor {r |. Considerando a relacao anterior, temos 

fit t) = i? \ U(t,t Q )\ ip fo)). (20.16) 

Os autoestados do operador X formam um conjunto comp let o, 

f d 3 f 0 |? 0 ){r 0 |=1. (20.17) 

Introduzamos convenientemente este resultado em (20.16), 

fit 0 = f d 3 r 0 {f\ U(t, t 0 ) | r 0 )f(r 0/ t 0 ) 

= J d 3 f 0 K (r, t ; r 0 , f 0 ) ip(r 0 , f 0 ), (20.18) 
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em que 


K(f, f; r'o, t 0 ) = {r\ U(t, t 0 ) \ r 0 ) (20.19) 

e o propagador quantico do estado ip(r u , t Q ) para \p(r, f). Vamos escreve-lo em 
termos das autof undoes do operador hamiltoniano, que tambem. formam um con- 
junto completo. Consideremos que seja orton ormal, 

y d3?( Pn(r) = S nm ■ (20.20) 

A relagao de completeza pode ser obtida contraindo-se ambos os lados de (20.20) 
com <pn(j'), 

13 / d 3 r<pn(?)4>]i(r)<pm{r) = (p m (r r ). 

n 

Para que a igualdade seja satisfeita, deveremos ter 

E &) Vn {f) = (r - /), (20.21) 

n 

que e a rela^ao de completeza. Embora nao fosse necessario usar o simbolo de 
somatorio nos indices repetidos, vou continuar fazendo-o apenas com o intuito de 
melhor visualizar as possiveis passagens para o caso contfnuo. 

Para expressar o propagador em termos deste conjunto completo de fun^oes, 
comecemos escrevendo o estado da equagao de Schrodinger \p(r,t) atraves desta 
base, da seguinte maneira. 


t) = £c„^(f) e~ iE ” t/h . (20.22) 

n 

Podemos notar a consistencia deste resultado verificando que, de fato, \p(r, t) sa- 
tisfaz a equaqao de Schrodinger (exercfcio 20.1). Num certo instante f 0/ temos que 
ip(r, to) e uma fungao apenas de r. Assim, vamos escreve-la atraves do mesmo 
conjunto { ip n (r )}, 


h) = E ( ? )- (20.23) 

r 

Fa^amos t = to em (20.22), 


W' *o) = E c n<pn{r)e ,Esfo/h . (20.24) 

n 

A compara^ao de (20.23) com (20.24) fornece 

c n ■= a n c iEnt ° /h 

Voltemos com este resultado para (20.22), 


(20.25) 
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xp{r, 0 = 4>n(r) e- iEn(t - to)/n . ( 20 . 26 ) 

n 

Os coeficientes a n podem ser explicitados de (20.23) com o uso de (20.20), 

a n = I d 3 r 0 xp(r Q , t 0 )(p* n (ro). (20.27) 

Introduzindo-os em (20.26), 

i p(f, t) = / (p*{r 0 ) e~ lEnit ~ t ^ /h xlir 0/ t 0 ), (20.28) 

J n 

e comparando com. (20.18), finalmente obtemos a expressao do propagador em 
termos das autoestados <p„(r), 

K(r, t ; ? 0 , to) = E'f’xW^'W(20.29) 

n 

Nas proximas subsegoes, usaremos esta expressao no calculo dos propagadores da 
particula livre e do oscilador harmonico. 


20.2.1 Propagador da particula livre 

Os autoestados do opera dor hamiltoniano 

H 

2m dx 2 

para uma particula de massa m e momento p sao 


( 20 . 30 ) 


<b = ~^= e^ x/h , ( 20 . 31 ) 

r V2?A 

em que estamos considerando, inicialmente, o caso unidimensional. Como sao 
quantidades continuas, o somatorio que aparece na expressao do propagador (20.29) 
e substituido por uma integral. 


K(x, t) x 0 , t 0 ) = 


2nfl J- 

1 

2nh J- 


dp e'^ x ~ Xa ^ h e -ip 2 {t-t 0 )/2mh 


j_ oo d P eX P | 


2 mh 


;2 2 m(x-x 0 )p 

t-t 0 


2nh 


exp 


im{x- x 0 ) : 


x 


2 h t - to 

+oo 

exp 


dp exp | 


Kt-h) 

2 mh 


m(x - xq) 


i2 


t-t 0 
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1 I 2nmh im (x - Xo) 2 
2 rch V i(t — £ 0 ) eX ^ 2/x t- to 




m 


V 27rm(f - f 0 ) 


exp 


(x - xq ) 2 
2h t-1 0 


(20.32) 


em que foi usada a conhecida integral f [[ dxe ax? = yn/a. (veja, por favor, a 
nota de rodape (1) do capitulo 4), tendo tambem em conta a sua natural invariancia 
por translagao dx e~ a ( x ^ a ') 2 = dxe~ xx2 . Nos casos em que os expoentes 
nao sao funcoes simples, estou usando a notacao "exp" para melhor clareza. 

Para o caso tridimensional, a generaiizacao e 


K(r, t; ?q, t 0 ) = 


m 

3/2 

l- 

<N 

5? 

s 

2mh(t — to) _ 

exp 

in t-t 0 


(20.33) 


20.2.2 Propagador para o oscilador harmonico 

Como vimos em varias oportunidades (a mais recente foi no capitulo anterior, sub- 
segao 19.2.1), os autoestados do operador hamiltoniano para o oscilador harmo¬ 
nico sao 


<fa( x ) 


mco 


2 n n\ V 7ih 


,—ma.’X 2 /2h 





Fazendo a substitute em (20.29), temos 


(20.34) 


‘mco 

V Till 


K(x, t) Xq, to) = mco ( - x2+ *0 ) ^ x 


*E 

n=0 


_ l 


mco 


V rch 


exp 


n =0 


2 n n\ 

f 

( [mco \ / [mco 

"VI ft V n (.\ h"" 




2 n! 


e -inco(t-t 0 ) _ 

(20.35) 


O somatorio acima pode ser calculado com o uso da formula de Mehler, que foi 
mencionada na subsegao 16.11.6 e que sera demonstrada logo a seguir. 
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M—0 


2 n nl 


vT 


exp 


2r^-r 2 (c 2 + r 2 ) 


1 -T 2 


(20.36) 


Fazendo 


T = e —»"(*—< 0 )^ (20.37) 

obtemos a expressao do propagador para o oscilador harmonico (exerdcio 20.2), 


K = 


mw 


2nih sen to (t — Iq) 

X 6XP { IhseZl-to) [ Z + *°) COS W(f - to) - 


. (20.38) 


20.2.3 Dedugao da formula de Mehler 

Esta formula foi apresentada quase no final do capitulo 16. Naquela oportunidade, 
pulamos sua dedugao. Achei por bem so faze-la apos a familiaridade com sua 
aplicagao, o que espero ter acontecido na subsegao anterior. Nao ha um caminho 
unico a ser seguido (nem faria sentido, tratando-se da Matematica). Partiremos da 
formula de Rodrigues para os polinOmios de Hermite, relacao (16.202), 

Hn(S) = (-D* 

e do uso das integrals gaussianas [veja, por favor, o que foi dito no paragrafo apos 
a dedugao de (20.32)]. Seja, entao, a integral 


f +C ° dxe~ x 2 + 2 i Z x = f ^ dxe~ x2 " 2i * x -? 

J —CO J — CO 

= [ +CO dx e Zx-® 2 

J —CO 

= \fne~^ r 

e~? = A= f +C ° dxe~ x2+2i ^ x . 

V ft J—co 

Substituamos este resultado na formula de Rodrigues, 


IUO = 


tWjpfL ( +C °A^-^2icx 

yfn d^J- 


dx e 
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tAL e e 


71 

(-2 i) n /'+ co 


? / dx(2ix) n e~ x ^ x 

J —CO 


% I .l* ■') 

V 7T J—co 


(20.39) 


que pode ser vista como uma representacao integral dos polinomios de Hermite. 
E esta a expressao que usaremos para demonstrar a formula de Mehler. 


n p -(x-i.C) 2 


co T n co T n ( r \ oo r \ oo 

= ix L iyxny 

1 p,h/. ,/„• =» 

7T J—oo J—oo n q n. 

- rdx f +CO dye- (x -^ 2 - (y--'r) 2 --2rxy 

7T J—co J—co 

1 /"V.v, «' # ^ / ./l/O <» 

7T J—co J—oo 

I +C ° e - (ar-j§) 2 - 2ir£'x I r 2 x 2 

•^/tF J—co 

1 / +C ° dx e~ ( ' 1 ~ r2)x2+ 2i & ~ r £')*+f 2 

‘/iT J—co 


x j dx exp | — (1 — r 

1 expfc*- 


x 4- 


i (£ - 


m2 


1 — r 2 


\/l — t 2 

1 

v"T^ 


exp 


1 — r 2 

2r^-T 2 (e 2 +r 2 ; 

1 — T 2 


20.3 Fundamentos das integrals de caminho 

Na secao anterior, vimos dois exemplos do calculo de propagador quantico, o da 
partfcula livre e o do oscilador harmonico. Vimos, tambem, que o conceito de 
propagador decorreu do operador evolugao temporal, introduzido na primeira se~ 
£ao, e este estava relacionado com a equa^ao de Schrodinger. Em principio, nao 
poderia ser de outra forma, pois, como sabemos, a equagao de Schrodinger esta 
relacionada a dinamica dos sistemas quanticos. 

Em 1948, Feynman propos uma maneira de se obter o propagador quantico 
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sem passar pela equa^ao de Schrodinger.Sua ideia era que, quanticamente, uma 
particula poderia evoluir entre dois estados seguindo todas as trajetorias possiveis. 
Ele fez a seguinte postulacao: 


K(f, t; r 0 , t 0 ) = £ exp V (20.40) 

todas as ' ' 

trajetdrias 

em que Sea acao correspond ente a cada trajetoria. Mais adiante veremos como 
fazer esta soma, que e usualmente denotada por 


K{r, t; tq, t Q ) = j [dr] exp 



(20.41) 


Veremos, tambem, a consistencia deste postulado mostrando que e possivel se 
chegar a equa^ao de Schrodinger. Antes disso, mesmo sem qualquer argumento 
que sirva para justified-lo, podemos notar que ha alguns pontos muito interessan- 
tes na ideia de Feynman (nao poderia ser de outra forma). 

Primeiramente, temos que a contribuicao maxima do propagador ocorre quan- 
do a acao e minima (trajetoria classica). No caso de sistemas nitidamente classi- 
cos, ou seja, quando a aqao e muito grande perante fi (so lembrando, fi — 1,05 x 
10 -34 J-s), as variacoes no entorno dessa trajetoria, mesmo relativamente peque- 
nas, sao ainda muito grandes (comparando com h). Assim, devido a presenca do 
fator imaginario, havera inumeras oscilagoes no entorno de zero, o que nao levara 
a contribuiqoes para o propagador. Esta seria a explicacao, de acordo com o postu¬ 
lado de Feynman, de sistemas classicos apresentarem uma trajetoria bem definida. 
No caso quantico (a agao e da ordem de h), outras trajetorias podem contribuix. 
Com isto, fica de certa forma patente a separacao entre as fisicas classica e quan- 
tica. A primeira corresponde a fazer h —> 0. 

Outro aspecto interessante, encerrado na ideia de Feynman, e que o principio 
da incerteza de Heisemberg fica naturalmente embebido, pelo menos de forma 
qualitativa, no fa to de haver varias trajetorias possiveis para a evolugao do sis- 
tema quantico. Veremos que de forma quantitativa tambem, pois o formalismo de 
Feynman e consistente com a equacao de Schrodinger (sera mostrado na subseqao 
seguinte). 

Voltemos as relagoes (20.40) e (20.41). A fim de lhes dar um sentido pratico, ou 
seja, a fim de viabilizar um meio de fazer as integrates por todas as trajetorias, di- 
vidamos o intervalo de tempo t — to em um numero muito grande N de pequenos 
intervalos e, 


t - t 0 = Ne. (20.42) 

(1) D trabalho originaf de Fevrunari est^ em Review of Modem Physics 20 (1948) 367. 
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For outro lado, podemos considerar o propagador K(r, t; rg, tg) como o resultado 
da combinagao dos propagadores que produzem a evolucao do sistema para cada 
um desses pequenos intervalos. Isto e dado pela relagao 


K(r, t; r 0 , t Q ) = j d 3 r N _ x ■ ■ ■ d 3 r 2 d 3 f\ K(r, t ; r' N _i, t N _i) 


K(r N ~ i, t N _i ; r N _ 2 , t N - 2 ) ■ * ■ K(r\, t \; r 0 , f 0 ) 

N—l N 

J n d 3 ?jYlK(fi f ti) ?,-_i, (20.43) 


j-i 


j-i 


em que 


ti = ti_ i + e. (20.44) 

Sendo e um intervalo de tempo infinitamente pequeno, podemos escrever 

(20.45) 


K(fi, t { ; r,_i, tj_i) = A exp ^ -eh 

e A e uma constante a ser fixada. A fungao lagrangiana L, que depende da posigao 
e velocidade (e pode depender do tempo tambem) deve scr tom a da como 


L = L 


n + n -1 n - fi-i 


2 e 

Temos, entao, que a expressao do propagador fica 


' *i • 


K(r, t; fg , to) — Hm -d 

i\'—>oo 

e ->0 

(Ne fixo) 


r N—l 

N n „3 

J i= 1 


d fj exp ( - / I dr 
n J to 


(20.46) 


(20.47) 


O fator inicial 4 A N porque ha um fator A para cada intervalo de tempo c. 

Vejamos, agora, a consistencia deste forma lismo com a equagao de Schrodinger, 
o que permitira fixar o valor da constante A. 


20.3.1 Consistencia com a equagao de Schrodinger 

Para facilitar, consideremos o caso uni dimensional. Como a formulagao de Schro¬ 
dinger e feita por meio de uma equagao diferencial, tomemos o propagador entre 
dois instantes infinitamente proximos, t e t + e. Combinando, entao, (20.18), (20.45) 
e (20.46), temos 


tp(x, t -|- e) = A 


+CO 


dxo exp 


i J X + Xq x - Xq 

T el —~—/ -, t 

h 2 e 


ip(xo, t). 


(20.48) 
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No campo de atuagao da equagao de Schrodinger, a lagrangiana e T — V. Assim, 


xp(x, t + e) = A dx 0 expjj ^ x °) ; ^i±£0 / ^ | ip(x 0 ,t). 


Fa^amos a mudan^a de variavel, xq = x + rj, 


♦(*. t + e) = A /_% exp { * l - e V (*±* t) ] } *(, + ,t) 

= A f_y>, exp (^) exp [-|P (^±1, t)] *(v? 7 , <)• 


(20.49) 


Observando o primeiro termo exponential, vemos que para valores de rf- muito 
maiores que e havera um numero muito grande de oscilaqoes no entorno de zero. 
Assim, a contribuigao significante do propagador e para rj 2 da ordem de e. Con- 
sideremos, entao, uma expansao em serie de Taylor dos term os restantes e, em 
virtude do amortecimento causado pelo termo exponencial, tomemos a expansao 
ate a ordem e (consequentemente, ate a segunda ordem em rj), 


dip f + °° 

f(x, t) + e — — A j dt] exp 


1-— V{x, t) x 




l€ r+co 

A 1 — yV(x, t ) ip(x, t) j dp exp 
ft J—00 


+ \a [l-^y(x,o]g£J‘Wexp 


As integrals que aparecem acima sao bem conhecidas. 


r +0 ° , {imp 2 

, f imp 2 

» dt,,,exp {ar 


j Ircihe 


o integrando e fungao impar; 




the : luihe 
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Assim, 


,, dip jlmhe ie j2nihe . . . 

ip(x, t) + e^ T = Ay —z—tpix, t) - A -y -—-V(x, t)ip{x r t) 


dt 


m 


m 


A ihe jlrtihe d 2 ip A e 2 / Inihe. 


+ - — \j —L A - \j V(x, t) ^. (20.50) 

2 m V m dt 2 2 my m ' dt 2 


Para que os lados direito e esquerdo sejam consistentes, vemos que o fator A deve 
ser 


A 


m 


2 Ttihe 


(20.51) 


e o ultimo termo, desprezado. Como resultado, tern os, 


dip 
€ dt 

= - 

dt 


le 


= -~ y tp + 
2m dt 2 ' 


ihe d 2 ip 
f Vrp 


(equagao de Schrodinger). 


Para o caso tridimensional, a equagao de Schrodinger e obtida da mesma forma 
com o fator A sendo 


A - 


/ m yV2 
\ Inihe) 


(20.52) 


Sem duvida, a obtengao da equagao de Schrodinger mostra a consistencia da 
quantizagao por integrais de caminho. Entretanto, e tambem importante ver como 
sao feitos os calcuios dos propagadores, diretamente, a partir desse formalismo. 
Comegaremos com a particula livre. 


20.3.2 Propagador da particula livre por integrais de caminho 

Novamente, por questao de simplificagao algebrica, tomemos o caso unidimensi¬ 
onal. Usando o valor do fator A, dado por (20.51), temos^ 


{ m A/2 r+oo 

K(x, f;x 0 , f„) = lim ■ • ■ *N-l 

c—>0 

(20.53) 

<2) 0 somatorio que aprece em (20.53) 4, de fato, do 1 a N, e nao de 1 a N — 1. Isto se deve porque 
quando i = 1, temos x\ - Xq-, e quando i = N, x — x N _i (sendo x N — x). Ja as integrates sao 
nas varidveis interm ediarias x\, x%, .... x N ,. Observe que tivemos cuidado semelhante ao escrever a 
relacao (20.43). 


im 
2he 


x i-iY 


2 = 1 
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Faremos as integrates separadamente. Comecemos com dx\ (apresentaremos 
bem os detalhes). 


— exp 

— exp 


' im 

2 he 

[(*1 ' 

~ x o) 

2 + ( x 2 - 

t} 


im 

We 1 

{ x o + 

*0] 

fZ dX ' e ^ {reY- [ 

im 




im (x 0 + x 2 ) 2 ' 

X 

2 he 

(x Q + 

x d\ 

exp — 

he 4 





r+co 

im 




X 

/ dx 1 exp 

J —CO 

he 


- {xo 4- x 2 ) X! 


X\ 


X() 4 X 2 


I nihe 


m 


exp 


tm 

4fte 


(x 2 - x Q y 


(20.54) 


As demais sao feitas de forma semelhante. Vou apresentar os resultados das inte¬ 
grates em x 2 e X 3 . Fica como exercicio faze-las. 


4-co 


dx 2 exp 


im , . 2 im, 

2 he^- X2) ' Ahc {X> Xa) 


4nihe 

3m 


exp 


im , 2 

m {X3 ~ x o) 


’+00 


dx 3 exp 


im 


w / \, 

2*4* • t " ! 


3 nihe 
2m 


exp 


ttn , .2 

me^~ Xo) 


(20.55) 


Sao infinitas integrals. Poderiamos, se quisessemos, continuar com dx±, dx$ 
etc., mas nao faria sentido tentar ir, literalmente, ate o infinito. Aqui, ha duas 
(principals) alternativas. Uma e analisar a possibilidade de infer ir os proximos 
passos (veremos que sim, e o do oscilador harmonico tambem). Quando isto nao 
acontece, pode ser que os primeiros termos contenham a parte mais significativa 
do resultado. Esse e o metodo perturbativo, muito usado em teoria de campos, 
principalmente para a interagao eletromagnetica (para as interagoes forte e fraca 
tambem, mas so na regiao de altfssimas energias). 

Se nenhuma dessas op^oes ocorrer, o metodo toma-se impraticavel, com raras 
possibilidade de ser contornado. Assim, pela experiencia adquirida ate aqui, a im~ 
pressao pode nao ser muito boa. Ja tlnhamos alertado sobre isto. Estamos vendo 
que a particula livre nao relativistica, um dos casos mais simples, esta acarretando 
urn grande trabalho algebrico (muito maior sera o do oscilador harmonico). Em- 
bora haja um meio bem mais simples de se calcular o propagador da particula livre 
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nao relativlstica, trabalhando no espaco das fases, conforme veremos na subsegao 
20,4.4 (o mesmo nao ocorre para o oscilador harmonico - e trabalhoso em qual- 
quer situagao), sua grande utilidade nao esta na primeira quantizagao/ 3 ) mas na 
segunda. Apenas mencionemos que o propagador da partfcula livre relativlstica, 
na segunda quantizagao, e diretamente calculado (sem ter de fazer ou inferir infi- 
nitas integrates). Ja o mesmo calculo atraves da primeira quantizagao requereria 
um sofisticado e laborioso tratamento. 

Conforme foi mencionado, o caso da partfcula livre nao relativlstica, que come- 
gamos acima, fornece-nos uma sequencia em que e possfvel antever os proximos 
passos. Vejamos isto tambem com detalhes. Primeiramente, observando (20.54) e 
(20.55), temos que apos a ultima integragao (em x N _i), a parte exponencial fica 


exp 


itn 

2Nhe 


(xn ~ A )) 2 


(20.56) 


Quanto ao fator multiplicativo, que deve levar em conta o A N inicial, temos 


m \N /2 Ijiihe 14-nifie jonihe 

InifieJ V m V 3m V 2m 


N—l termos 


(20.57) 


Do jeito em que esta, nao ha visibilidade do resultado geral. Temos de proceder 
passo a passo, tomando os termos de gradativamente apos cada integragao. 
Comegando com A 2 e apos integrar em X\, temos 


/ m \ 2 /2 j nitie 

\2nihe) - V ~ 


m 


m v irtihe 

Depois da segunda e terceira, os fatores sao, respect!vamente. 


m 

Ircifie 


/ m \ 3/2 j nitie j inifie 

\2mfie) V m V 3m 
4 /2 j Tiihe jAnihe j3mhe 

V m V 3m V 2m 


/ m 

V 6 nitie ' 


m 


8nihe 


Agora, sim, podemos inferir o resultado geral, indicado em (20.57), 


m vW 2 jnihe jAnitie l3nihe 
2nihe) V m V 3m V 2m 


m 


V 2 Nnihe 


N—l termos 


(20.58) 


Combinando, entao, (20.53), (20.56) e (20.58), temos 

!3) Observe que o atomo de hidrogenio, devido ao tipo dc potencial, e um problema muito diffcil de 
ser resolvido por integrals dc caminho. 
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K(x, t; x 0 , t 0 ) = 


lim 

JV >co 

< r -»0 


vSlte exp 


im 

2 Nhe 


(*N - *o) 2 



(* ~ Xpf 

2 h t - t 0 


(20.59) 


Na segunda passagem foi usado x\r = x e Ne = t — to- Para tres dimensoes, 
teriamos 


K(f, f; ro, to) 


m 

3/2 

im (r - Tq) 2 

Inih (t — to) 

exp 

2 h t — to 


(20.60) 


Observamos que, de fa to, coincidem com os resultados encontrados na subse- 
gao 20.2.1. 


20.3.3 Propagador do oscilador harmonico 

Como vimos, foi possivel calcular o propagador da partlcula livre porque as in¬ 
tegrals puderam ser resolvidas (eram gaussianas) e porque conseguimos inferir o 
resultado geral a partir de algumas integrates iniciais. O propagador do osciia- 
dor harmonico tambem se enquadra nesta situagao, so que com um pouco mais de 
trabalho algebrico. A lagrangiana, como sabemos, e 



1 

- -mw 


2 x 2 . 


(20.61) 


Fica como exerclcio mostrar que o propagador e o mesmo obtido na subsecao 
20 .2.2, ou seja. 


K = 


mco 


2 nifi seno?(t — to) 


x exp 


imco 


2 ftseno?(f — to) 


—— [ (x 2 + Xq ) cosco(t — t 0 ) - 2xx 0 | . (20.62) 


20.4 Integrals de caminho no espa^o das fases 

O que fizemos na segao anterior apoiou-se no espago das configuracoes. Passa- 
remos ao tratamento no espago das fases. Nao partiremos do postulado (20.40). 
Seguiremos caminho inverse, tomaremos por base a equagao de Schrodinger. Seja 
a relagao (20.19), mas, por enquanto, so com um grau de liberdade, que denotare- 
mos por q, 
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K (q, f; q Q , t 0 ) - {q j U{t, t 0 ) \q 0 ). (20.63) 

Novamente, dividamos o intervalo de tempo t — to em N intervales infinitesimals 
e. O operador evolucao temporal pode, entao, ser escrito como 

U(t, to) = U(t, tjv- 2 ) • • • U(t2, ti)U{ti, to). (20.64) 

Substituindo-o na expressao anterior e introduzindo, convenientemente, conjuntos 
completos de estados intermediaries, temos 

-K (q, t ; qo, to) = j" dq\ dqz • • • dq^-i 

{q I u(t, In- 1) I qN -1 }{qN-i i *n- 2) I q.N— 2 ) • • • 

■--<<72 | li(*2,ti) ! I U(fi,*o) |?o)* (20.65) 

Vimos na secao 20.1 que o operador evolucao temporal U(t, to) satisfaz a equacao 
(20.3), junto com a condicao (20.4). Naquela oportunidade, foi estudada sua solu- 
(jao integral. Aqui, considerando inicialmente que H nao dependa explicitamente 
do tempo, temos a solucao 

U(t, to) = exp -jr (t - f 0 ) H . (20.66) 

Assim, para cada um dos operadores U(tj, t/_i) podemos escrever 

U(tj, fj_]) = exp -eH j . (20.67) 

Neste caso, como e e uma quantidade infinitesimal, o operador H nao precisa ser 
necessariamente constante. 

Vamos calcular um elemento (qi \ U(ti, f,-_i) | qi-\ ) de (20.65). Para tal, intro- 
duzimos um conjunto completo de momentos e usamos (20.67), 


Ai I Ufa, U- 1) I qi- 1) = j dpi{q } | exp ~ eH j | Pi){pi\ 1) 

= j dpi exp - l -eH{qi , p,) {q t \ p i ){p l \ q t - 1 


= j dpi exp -jeH(q u p,) x 


^ ex n^ p V7!^ exp r^- 1?7/ 


I dpi exp j l - [Piiqi - m- 1) - eH(q» p/)]|. 


( 20 . 68 ) 
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Aplicando este resultado a todos os eiementos de (20.65), encontramos 


K (g, /; g 0 , *o) = 


jV—1 

n 

i-i 


N 


N 


n dc u n ex p \ t, e \vfoi - i) - eH{ v\u 


dp 


i-l 

N--1 

n 


2nh 
dtfi dpi 


7 = 1 


N 


27T^ 2tzA 


ex PU e E 


1=1 L 


Pi ) 


(20.69) 


em que qw = q e Phi = P- Observe que ha, realmente, uma integracao a mais nos 
momentos. A relagao acima pode ser apresentada compactamente como [veja, por 
favor, o que foi dito apos (20.67)] 


K (g, t; g 0 , fo) 


sendo 


dq dp 


2nh 


f l ft 

ex P 1 i / dr[pq-H{q f p, t)\ 

\ n Jtc, 


1 


dqdp] = r dp j-r dqjdpi 
2nh J 2rzh Infi 


(20.70) 


(20.71) 


20-4.1 Passagem ao espago das configuragoes 

Isto e feito fazendo as integrates nos momentos. Consideremos que a hamiltoni- 
ana seja do tipo 

H ( <J,p) = |^+V(g). (20.72) 

Substituamos (20.72) em (20.69) e separemos as integrates nos momentos. 


K (g, t; go, fo) 



Fagamos essas integragoes. 



N , 


E PiWi-Hi- 1) 


f=l 
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n , 

=n / 

j=i J 


exp 


N 


n / ex P 

i —1 •' 

/ 2nmh \ ,V/ ' 

eXP 


2 mft 

ie 

2 mh 


2 _ Vi 


o m , n 2 zm x 2 

Pi - 7 (ft - ft-OJ + ^ - 9i_1 ' 


w / \ 2 

j£ ^ m f - (fi-i 

h 2 
" i-i *■ 


Levando este resultado na expressao anterior, vem 


K {q, t; qo, to) = 


\2nitie) 


N/2 


. W-l 


n dc li ex P { T E 


N 


1-1 


1=1 


ra (ft 
2 


ft -1 



(20.73) 


Observando (20.47) e (20.51), vemos que foi obtida a expressao do propagador no 
espaco das configurates para uma dimensao. 


20.4.2 Muitos graus de liberdade 

O que fizemos na subse^ao anterior e, tambem, desde o inicio desta segao, tem 
sido usar apenas uma coordenada generalizada (e seu momento). Faremos, aqui, a 
generalizagao para n graus de liberdade, caracterizados pelas coordenadas cf(t\ 
(a = 1, 2, ..., n)S^ Chamemos de p a (t) seus respectivos mementos. Usando 
(20.70), temos que o propagador correspondente a evolugao do sistema entre os 
instantes fg e t e 


K ( q a , t) qo, to) = 


n 

a—1 L 


dq a dp a 


Inh 



Consideremos que a lagrangiana seja do tipo 


H(q a , p a , t) 


(20.74) 


L = t£^K‘ b q b -V(q“'j 

“ a,b 

= \ ( q , Kq) - V, (20.75) 

em que K ab e o elemento de uma matriz n x n, e (ft Kq) e apenas uma notacao 
compacta, usada para representar as contracoes de indices, no caso de b q a K ab q b . 
De posse da lagrangiana, podemos construir a hamiltoniana. 


Wo uso do Indice superior nada lem a ver com a notacao contravariante. E apenas urn meio de 
diferen^ar da notacao usada quando fatiamos t — to em N intervalos e. 
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P°) = £ P B f ~ L (f' ( 20 . 76 ) 

a 

em que o momenta candnico e 


Consequentemente, 



= \ ^S ac K ah q b + i YL^ Kab 5bC 

1 a,b 2 a,b 

b 


f = E(r-)V 

Substituindo em (20.76), obtemos® 


( 20 . 77 ) 


( 20 . 78 ) 


«<«*. p^E/t'FV+W) 

^ a, b 

= \ (p. k-'p) + k 

Com isto, tern os a expressao do propagador. 


( 20 . 79 ) 


K * *o) 



d/? a 


exp 



P' K V) + (M) + 



( 20 . 80 ) 

Fica como exerdcio fazer as integrates nos momentos (detalhes dessas integral's 
estao na subsecao seguinte), o que levara a 


K W'> <&, f o) 



dq a ' 
_ \2nhie _ 


(det K) 1/2 exp 



2 (*?' K( ?) - ^ 


( 20 . 81 ) 

E interessante destacar a presenga do termo (det K)^ lf que nao existiria caso come- 
gassemos pelo espago das configuragoes. Sua grande importancia esta na segunda 
quantizagao. 


'• 5) Talvez seja oportuno chamar a atencao, mais uma vcz, que a substituicao (20.78) nao pode ser feita 
na expressao do propagador, (20.74), pois q" — dH/dp a so c v Slid a sobre a trajetoria classica. 
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20.4.3 Calculo de algumas integrals 

Ja e bem conhecida a integral. 


20 . Apiicagdo: Integrals de caminho 



dx exp 




Usemos este resultado para resolver a integral n-dimensional 


(20.82) 


/ too 

d n x exp 

-CO 


i. „ ; 


em que A e uma matriz simetrica e positiva n x n e a mtegragao e em tod as as 
componentes do vetor x [estamos usando a notagao mencionada apos a rela^ao 
(20.75)]. Consideremos uma transformagao ortogonal R, 


x' = Rx, 

que diagonalize A (veja, por favor, o capltulo 5 para maiores detalhes). Assim, 


(x, Ax) = {x ; , A'x ') 

= X>*S 2 . 

i'=l 

em que a\ sao os elementos diagonals da matriz A'. So temos de escrever d n x em 
termos de d n x', o que e feito atraves do jacobiano da transformacao 

d n x —' (detjR) d n x'. 

Como sabemos, nas transforma^oes ortogonais, det R = ±1. Considerando apenas 
rota.goes, temos. 


d n x = d n x ! . 


Assim, 



= (2tt)" /2 (det A )~ l/2 . (20.83) 

De forma semelhante, calculamos 
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d n xex p 


-- (x. Ax) - (b, x) 


(2n) n/1 (detA) 1/2 exp i (b, A~^b 


( 20 . 84 ) 


d n xP(Xi ) exp 


- (x, Ax) - (b, x) 




d n x exp 


-- (x, Ax) - ( b, x) 


( 20 . 85 ) 


Na ultima relagao, P(xi) e um polinomio qualquer em Xj. 


20.4.4 Um procedimento nao convencional 

O que fizemos ate agora, nesta parte de integrals de caminho no espago das fases, 
foi mostrar a consistency com o formalismo lagrangiano, obtido, efetivamente, 
apos integragao nos mementos. Entretanto, no calculo de propagadores, nao ha 
obrigatoriedade de seguir esta ordem. Como ilustragao, tomemos novamente a 
particula livre, cuja expressao do propagador no espago das fases e (caso unidi¬ 
mensional) 


K (<?/ f; 40/ to) = f 
Considerando (20.69), temos 


dqdp 


2 nh 


exp Uj t {™ 



( 20 . 86 ) 


K (4/ t; cjo, to) 



As integragoes nas coordenadas estao relacionadas as representagoes integrais da 
fungao delta. 


-oo ^ exp | ^ [ ~q 0 p l + q\{p\ - p 2 ) 4- qi{p2 ~ Ps) 4 -f- 4 nPn] J 


(2 nh) N 1 5{pi - p 2 ) - ■ • S(p N _ 1 - p) exp 


ft(qp~qopi) 


Com essas fungoes delta, quase todas as integragoes nos momentos sao obtidas 
diretamente. 
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20 . Aplicagao: Integrals de caminho 


r +°° dv 

K {q, t; q Q/ t 0 ) = — dp 1 • • • dp^-i S{p 1 - p 2 ) S(p 2 - p 3 ) • • • fi(p N - 1 - p) x 


50 tip 
-co 2nh 


exp 


exp 


P fa - <?o) 


^ fap-^oPi) 


exp 


/e 

2 ftm 


N 




t —1 


exp 


iNe 
2 hm 


1 

2nh 


exp 


im {(j - q Q y 


2 h t - t 0 


/ +CO 

dp exp 

-CO 


K* ~ *o) 

2 ftm 


m 


t-t o 


fa-<?o) 


m 


27T/ft (f — to) 


exp 


WH fa-<?<))“ 


2 ft f - f 0 


De fato, o trabalho algebrico foi bem menor do que o da subse^ao 20.3.2. O caso 
do oscilador harmonico nao apresenta vantagens nesse procedimento. 


20.5 Exercicios 


1. Mostre que f(r, t), dado por (20.22), satisfaz a equagao de Schrodinger. 

2. Usando a formula de Mehler, relacao (20.36), obtenha a expressao do propaga- 
dor para o oscilador harmonico. 

3. Obtenha as integrals (20.55). 

4. Obtenha, usando integrals de caminho, o propagador para o oscilador harmo¬ 
nico, relagao (20.62). 

5. Idem para o propagador dado pela relacao (20.81). 


V -.S , . : ; -. 

' J ! * ■ f. . - 
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21 

Aplica^ao: Cordas relativfsticas 


Este e um dos mais interessantes dialogos da Matematica com a Natureza, cuja 
parte mais importante comecou na segunda metade do seculo passado. Natural- 
mente, o lei tor bem informado, pode estar questionando. E certo que este dialogo 
realmente existe? 

Bern, aqui ha dois aspectos. Um deles relaciona-se a expectativa do dialogo, ao 
que o leitor bem informado deve estar se referindo, de que toda a materia (leia- 
se, tambem, energia) do Universe, incluindo af suas mais diversas inter agoes, te- 
nha como constituinte basico uma unica cor da, mais especifieamente, uma corda 
supersimetrica. Todas as partfculas que conhecemos (centenas), seriam estados 
quanticos da vibragao desta corda. Realmente, esses estados podem ser verifica- 
dos. Todos os ingredientes fundamentals da Natureza estao la: eletrons, positrons, 
fotons, gravitons (a gravitagao nao seria mais uma teoria a parte) etc. 

Entretanto, como mencionei no primeiro volume, ultimo paragrafo do capf- 
tulo 9, a teoria final, que chegou a ser chamada Teoria de Tudo, esta ainda dis- 
tante. Sao muitos problemas a serem resolvidos e, ate mesmo, contornados. Isso 
tern frustrado um pouco (se nao muito) a expectativa criada. 

O aspecto a que vou me reportar e bem mais simples, e o mesmo de se consi- 
derar uma partfcula relativfstica movimentando-se no espago-tempo. Nao preci- 
samos, necessariamente, identifica-la. Nao importa se e eletron, foton ou nation. 
Na Natureza, pode perfeitamente existir uma partfcula movimentando-se em alta 
velocidade. O mesmo deve ocorrer para uma corda, sem necessariamente que ela 
seja o ingrediente fundamental da Teoria de Tudo. 

Enfim, e isto. Seja simplesmente uma corda relativfstica movimentando-se no 
espago-tempo. Como disse, algo perfeitamente compatfvel com a Natureza. Co- 
mecemos, entao, a participar deste dialogo. 

L iOTECA 
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21.1 Aqoes para as cord as relativlsticas 

No capitulo 18 e, conforme foi la mencionado, no primeiro volume tambem, vimos 
que uma partlcula relativistica e caracterizada por um quadrivetor (r), em que r 
e um parametro. A agao correspondente deve ser invariante por transformagao de 
Lorentz (ou, de forma mais geral, de Poincare) e por reparametrizagao. O mesmo 
deve ocorrer para as cordas, so que agora teremos dois parametros. Denotaremos 
o quadrivetor de um ponto da corda por X ?< (r, cr). 

Um modo de se escrever uma agao para as cordas, que seja nitidamente inva¬ 
riante por reparametrizagao, e fazendo uso da matematica da Relatividade Geral 
(para detalhes, veja, por favor, o capitulo 14). Isto e conseguido pela introdugao 
de um tensor metrico g a p( t, <j), definido no espaco dos parametros. Consequen- 
temente, a, — 0, 1. Consideraremos o indice 0 representando a coordenada t; e 
1, a coordenada a. Uma agao invariante que diretamente podemos escrever e 

s = V T f drd<7 ^gg‘ti (21.1) 

em que T e uma constante (mais tarde a identificaremos como a tensao na corda). O 
fator —1/2 aparece apenas por conveniencia (poderia ter sido absorvido na cons¬ 
tante). De acordo com a notacao do capitulo 14, temos que g = det g a p e & o 
inverso do tensor metrico; r/uv e a metrica do espaco-tempo (sem curvatura). Neste 
capitulo, usaremos a metrica (18.40), abaixo transcrita. 



- 1 

se 

}l=V = 

0 , 

VfiV = < 

+ 1 

se 

}l=V = 

1 , 


l 0 

se 




cujos detalhes de sua utilizagao foram mostrados na subsegao 18.2.2. Usaremos, 
tambem, metrica semelhante no espago dos parametros quando do limite piano. 

A agao (21.1) aparece muitas vezes na literatura com o nome agao de Polyakov, 
talvez por deferencia aos seus importantes trabalhos, que comecaram a ser publi- 
cados em 1981. Mas o fa to e que ela ja tinha sido introduzida por Deser e Zumino 
cinco anos antes. 

Uma propriedade muito importante na agao de Polyakov (vamos manter a tra- 
digao) e que, alem das simetrias de Poincare e de reparametrizagao, e invariante, 
tambem, por transforma goes de Weyl/ 1 - 

gap /(u (21.2) 

f 11 As transformacoes dc VVeyl sao transformacdes de escala no espaco-tempo (no presente caso, no es¬ 
paco dos parametros). E facil mostrar que os angulos sao preservados e, consequentemente, as formas. 
Oaf, tambem, a denominacao transformacao conforme (veja, por favor, a secao 15.3), muito embora as 
transformacoes do grupo conforme (que sao uma extensao do grupo de Poincare) tenham um sentido 
mais abrangente. 
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22. Aplicagao: Cor das relatwisticas 


em que f(r, a) e uma fungao qualquer de r e cr. Isto e facilmente verificado, pois 
para a transforma^ao (21.2), temos detg —> f 2 detg e g lX ^ —> / (o vetor 
nao se transforma). 

Notamos, na a^ao de Polyakov, que o tensor metrico nao possui dinamica. As- 
sim, podemos substitui-lo de volta na propria agao apos a sua obtengao pelo princi- 
pio de Hamilton. Fagamos isto. A variagao da agao com respeito ao tensor metrico 
e 


T f 

SS = — — J dz da 


~g) l/2 {Sg)g^ + (-g) l/2 Sg^ 


d K X^X v VliV . (21.3) 


Para calcular Sg (varia^ao do determinante de g u p), partimos da conhecida expres- 
sao (como disse, detalhes e references encontram-se no capitulo 14), 


det A = exp (tr In A), (21.4) 

em que A e uma certa fungao matricial. Assim, 


<5det A = 5 (trln A) det A 
= tr (<51nA) det A 

= tr (A-^^detA. (21.5) 

No caso de Sg, temos 

3 g = (, g* p s X*ft) g■ (21 - 6) 

Levemos este resultado em. (21.3), 

SS = ~ I drda^g ^g afi g Xp og Ap + < 5 ^) d & X^d^X v p vv 

= Jdxda^-g (-yg A ^A + 

Entao, para que SS — 0, deveremos ter 

\sapA^d p r" = 9«X^X“, (21.7) 

que e uma equagao de vinculo. Vamos usa-la de volta na agao de Polyakov a fim 
de eliminar o tensor metrico. Para tal, contraiamos os indices }iv e tomemos o 
determinante de ambos os lados/' 21 

(2) Note que se A e uma matrix n x n, temos que det(aA) = a n det A, sendo a um certo parametro. 
Ja tmhamos usado esta propriedade no comentario apos a relagao (21.2) para justificar que a agao de 
Polyakov e invariante por transformacao de Weyl. 
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*| 2 

4 \/ Xp? h x ■ dp x ) det g u p = det {d a X • fyX) 

=* \ \/^gg Ap d\ x -d P X= yj-— det (daX • dpX) , ( 21 . 8 ) 

em que estamos usando urn ponto entre as letras para indicar contragao nos indices 
do espago-tempo. Substituindo este resuitado na acao de Polyakov, vem 

S — —T J dTdcryj — det ( d a X • dpX) 

= -T J dr da yj (X ■ X') 2 - X 2 X fl . ( 21 . 9 ) 

O ponto sobre a variavel indica derivagao com respeito ao parametro r; e a plica, 
com respeito a a. Esta agao, embora a tenhamos obtida da de Polyakov, data de 
mais tempo. Foi introduzida no infcio dos anos 70 e se chama agao de Nambu- 
Goto. 

Vamos concluir esta segao fazendo algumas observacoes: 


(0 Ao substituir a expressao do tensor metrico na agao de Polyakov, mostrarmos 
a equivalence com a formulagao de Nambu-Goto. Ha urn detalhe importante 
a ser ressaltado, essa equivalencia foi mostrada classicamente. Poderiamos, 
tambem, fazer tal substituicao sob o ponto de vista quantico, langando mao 
das integrals de caminho. Nao caberia tal desenvolvimento neste livro, pois 
haveria necessidade de um tratamento matematico alem do seu alcance. 1 ^ En- 
tretanto, acredito ser ilustrativo apenas mencionar alguns resultados. O pro- 
cesso complete foi inicialmente feito por Polyakov. 

(ii) Comecemos mostrando que a eliminagao do tensor metrico na agao de Polya¬ 
kov (ainda classicamente) poderia ter sido feita de maneira diferente da que 
vimos acima (mas sem a intencao de se chegar a agao de Nambu-Goto). A agao 
de Polyakov e invariante conforme. Usando o fato que toda metrica bidimen- 
sional e conformalmente chata ,- 4 ' 1 podemos escreve-la como 


g*i 8 = . ( 21 . 10 ) 

Substituindo-a em (21.1), cujo processo e dito estar no gauge conforme, temos 

1 ^Podemos explicar o porque. Devido a simetria de Weyl, haveria repeticoes das integraqoes funci- 
onais sobre o tensor metrico. H justamente o processo de evitar tais repeticoes que foge ao alcancc do 
nosso livro (ha vinculos nas integrals funcionais). 

• 4| Podemos facilmente comprovar isto notando, pela equacao de Einstein, que o escalar de curvatura 
e identicamcnte nulo para D — 2 [veja, por favor, (14.84)]. 
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21. Aplicacao: Cordas relativisticas 


S = ~T I dr daetyj- det d « x * a P x 

= - i T f dr do- if# docX • d^X. (21-11) 

Observe que (classicamente) o campo (p desapareceu, enfatizando o fato de a 
expressao inicial ser invariante conformed 

(in) Quanticamente, seriamos levados a seguinte agao efetiva. 


S — drdcr 


--tfPdccX-dpX + cc’iD- 26) ( ±d x <t>#*<l> + n 2 e* 


, ( 21 . 12 ) 


em que a! e }i 2 sao parametros. Agora, o desap arecimento do campo t p so 
ocorre para a dimensao do espago-tempo igual D — 26. Mencionemos, tam- 
bem, que estudo semelhante, incluindo graus de liberdade fermionicos, leva 
ao mesmo cancelamento se D = 10. Essas dimensoes criticas aparecem em 
outros tratamentos da quantizagao das cordas. Mais adiante, veremos alguns 
deles, sen do urn com detalhes. 

( iv) E este o ponto interessante, para nao dizer intrigante, a que me referi no iiucio 
do capitulo. A quantizacao de uma corda relativlstica nos diz que o espago- 
tempo nao deve possuir dimensao 4. Podenamos dizer, simplesmente, que 
cordas relativisticas nao existem. De fato, esta afirmagao recai para cordas 
bosonicas, as que requerem dimensao 26, mas por outro motivo. Ha mais 
outros ingredientes neste dialogo. Voltaremos a talar sobre isto no final do 
capitulo, quando tivermos mais informagoes. 

(v) No momento, apenas mencionemos que o movimento de uma particula no 
espago-tempo independe da dimensao que ele tenha. Embora usualmente a 
aceitemos (ou aceitavamos) como sendo 4, e comum o tratamento de processes 
da teoria de campos em modelos bi e tridimensionais. £ questao fundamental 
que a teoria de campos deva se comportar adequadamente nessas dimensoes, 
inclusive, tambem, para dimensoes superiores. Podemos citar dois casos bem 
relevantes. Um deles e no processo de regularizagao, que mencionei no final 
do capitulo 9, para isolar os infinitos da teoria de campos. Como aparecem em 
D = 4, vai-se para uma dimensao superior (nao necessariamente inteira) e, 
assim, os infinitos podem ser identificados e isolados. Este processo recebe o 
nome de regularizagao dimensional. Isto feito, procede-se & renormalizagao. 

(5) A agao (21.11) e, tambem, perfeifcamente apropriada para descrever o movimento da corda. Tere- 
mos oportunidade de usd-la mais adiante. Ela so nao 6 mais nem invariante conforme nem por repara- 
metrizacao, pois tivemos de escolher um conjunto de parametros que levassc a expressao (21.10). 

vtest ‘$iiJ A'si-f.. !r .d-'-.c.: IMs? 

(i-3 ? <Z. cJ *■-’« \ iV's * J-a 1* . 
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Outro exemplo interessante, que foi {e ainda e) objeto de muita pesquisa, e a 
chamada teoria de Kaluza-Klein, que consiste em tomar a acao da gravita- 
qao de Einstein em D = 5 e reduzir uma das dimensoes (processo conhecido 
como compactificagao). A teoria resultante em D — 4 e mna mistura da de 
Einstein com a eletromagnetica de Maxwell (podendo, num tratamento mais 
elaborado, incluir campos de gauge nao abelianos). 

(vi) No caso do movimento de uma corda no espago-tempo, estamos vendo que 
ela e capaz, ao contrario da partfcula, de detectar uma certa dimensao espe- 
cifica. O estraniio e que nao e a mesma para cordas bosonicas (D = 26) e 
fermibnicas (D = 10). Esta ultima e mais aceita porque as cordas bosonicas 
tem um problema, podemos dizer que indigesto para qualquer teoria fisica, 
a present de taquions como uma de suas solutes quanticas. Voltaremos a 
falar sobre isso no final do capitulo. 

21.2 Alguns aspectos classicos 

Continuemos um pouco mais com o tratamento classico das cordas. Passemos 
ao calculo da equacao de movimento. Seja, de maneira geral, uma densidade de 
lagrangiana do tipo 


C = C{X V ,X fi/ X , fi ). (21.13) 

Costuma-se tomar o parametro a definido no interv-alo 0 < a < n. Assim, a forma 
tambem geral da acao sera 

s =S^!o daC - (21.14) 

Pelo principio de Hamilton, 



[574] 



22. Aplicagdo: Cordas rdativisticas 


Usando as condi^oes de contorno 


SX fl (a, T f ) = SXpfa Tf) = 0, (21.15) 

temos que SS — 0 leva a 



/ a dc 

\ 5t dX H 



= 0 . 


(21.16) 


Ja que 3X }! , embora infinitesimal, e uma funqao arbitraria de recr,a unica maneira 
de a igualdade acima ser verificada e tomar cada integrando como zero. 


( a dc a dc 
\arax w ' dcrdx; ( ) 


dX F = 0 , 



0 . 


(21.17) 

(21.18) 


Como SXjt sao quantidades independentes, podemos extrair de (21.17) que 


a dc , a dc 

drdX^ + dadX ! v 


No caso de cordas fechadas, em que - 


(21.19) 


Xyi [a, r) = X F (a+ n, r), (21.20) 

vemos que a condicao (21.18) e sempre verificada. Entretanto, para cordas abertas, 
ja que SX }i nao e necessariamente zero em cr = 0 e a = n, temos que a condicao 
(21.18) so e verificada se 


-= 0 em u = 0 e a — n. (21.21) 

dX F 

Como podemos observar, contrariamente ao caso da particula, em que apenas a 
equa^ao de Euler-Lagrange era suficiente para descrever seu movimento, temos 
que para as cordas e necessaro, tambem, a condicao de borda. Para cordas fecha¬ 
das, ela e dada por (21.20); e, para cordas abertas, por (21.21). 

Antes de tratarmos da solu^ao da equagao de movimento, vamos fazer dots 
estudos. Primeiro, veremos o papel do parametro Tea sua identificacao com a 
forca de tensao. Depois, falaremos sobre a conservagao do momento e energia. 
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21.2.1 Sobre a tensao da corda e seu movimento 

Seja a acao de Nambu-Goto, (21.9). Devido a invariancia por reparametrizagao, 
tomemos a seguinte condit;ao (gauge) X° = r = t (em unidades naturais). 



fdX dXY 

\ da dt J 


/ ax dx\ fdx dx\ 
\ dt dt J y da da j 


( 21 . 22 ) 

em que dX/dt e a velocidade de um ponto da corda. Consideremos a decom- 
posipao desta velocidade numa componente vj_ (perpendicular a corda no ponto 
consider ado) e noutra ao longo da corda. 


dX = . f /ax dx\ dX 
dt ,_L + ^ dt ds J ds ' 


(21.23) 


sendo dX/ds um unitario ao longo da corda. Temos, tambem, que o vetor dX/da 
possui a mesma diregao deste unitario. 


dX 

da 


dX dX 
da ds 


Substituindo (21.23) e (21.24) em (21.22), encontramos (exercicio 21.1) 


(21.24) 


S = 



(21.25) 


A relagao acima esta em unidades naturais. Apenas por questao de um pouco mais 
de clareza, voltemos as unidades usuais. A expressao da lagrangiana fica 


C 





(21.26) 


Observe que T possui, realmente, dimensao de forca. 

Usemos, agora, (21.26) na equa^ao de movimento. Para simplificar, escolhamos 
o paramctro a tal que (dX/dt) ■ (dX/da) = 0, isto e, as trajetorias dos pontos 
sao sempre perpendiculares a corda. Assim, a equagao de Euler-Lagrange nos da 
(exercicio 21 . 2 ) 


d 

T | dX 


-1/2 ' 

d 


< v 2 \ 1;2 r)xl 

dt 

C 2 i 3(7 


Pl 

da 

T | 

! 1 CO 

1 <T3 

ttT 

rH 


(21.27) 


Este resultado possui a seguinte interpretagao. O lado esquerdo represents a deri- 
vada em rela^ao ao tempo do momenta correspondente a um pequeno trecho da 
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21. Aplicagdo: Cordas relativisticas 


corda. O lado direito, consequentemente, deve ser a forga que atua neste trecho. 
Portanto, T/c 2 e a massa por unidade de comprimento da corda e 



e essa mesma massa com o usual fa tor relativistico (a corda fica efetivamente mais 
massiva quando se alonga, e vice-versa). 

A condicao de borda (21.21) (para cordas abertas) fornece 


= -T— \/l — % =0 em u = 0 e a = n 

dx' ?js V c 

— c em a = 0 e a = n, (21.28) 

ou seja, os extremos das cordas abertas movem-se com a velocidade da luz. Con- 
sequentemente, a tensao efetiva nos extremos e nula. Cordas com tensao zero 
possuem todos os pontos movendo-se com a velocidade da luz. 

No desenvolvimento acima, usamos certo referencial (onde X° = t = r) para ti- 
rar algumas in forma goes da equagao de Euler-Lagrange e das condigoes de borda. 
Naturalmente, como a teoria e covariante (e invariante por reparamentrizacao) to- 
das as conclusoes sao validas de maneira geral. 


21.2.2 Conservagao do momento e energia 

Voltemos a formulacao covariante. Como 

■P"(T,0=|f (21 - 29 > 

oXp 

e a densidade de momento linear da corda, temos que seu momento total e 

p.“ = I* dcrV*(T,o). (2130) 

Jo 

Usando a equagao de movimento (21.19) e a condigao de borda (21.20), ou (21.21), 
e facil ver que PNr) e uma constante do movimento, 


dPV{ t ) 
dr 


L 


7T apF 
rfu-r— 

0 dT 

, d BC 

n dcr dadX> 


L 


dc 71 

o 


= 0 


(21.19) 


(2131) 
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A ultima passagem e valida tanto para cordas abertas como fechadas. 

Como vemos, o uso da condigao de borda e essencial para a conservagao do 
momento linear da corda. O mesmo acontece, conforme veremos a seguir, para o 
momento angular. Sua densidade e 


r, o) = X*V v - X v VV. (21.32) 

Consequentemente, 

M ftv (r)= I doM ia ‘{r,o) (21.33) 

J 0 

e o momento angular total da corda. A verificacao de que M? v e uma constante do 
movimento tambem e feita diretamente, so que com um pouco mais de trabalho 
algebrico. 


dMV v (j) 

dr 


f n J dM? v 
i do —-— 
o or 

n 


do ( XXP V + XVp v - X V P> 1 - X v pv) 


H) 

cn 


do ( XVP V - X V PV X v 3 dC 


do dX' 


do dX 




I do I XXP V - X V PV + X"' -— - X v ' — 
/o \ dX[, dX[ 


-XV 


dC 

|Q 


+ x v 


. dC 


dXL 


= 0 . 


(21.34) 


Pode-se verificar que o integrando do primeiro termo e nulo com o uso de qualquer 
uma das lagrangianas para a corda (exercicio 21.3). Os dois ultimos sao nulos 
devido a condigao de borda. Procure resolver, tambem, o exercicio 21.4. 


21.2.3 Solu^ao da equa^ao de movimento 

Vamos partir da a^ao de Polyakov, (21.1). Fica como exercicio mostrar que SS/SXV 
= 0 conduz a 


d 


a. 



= 0 , 


g 1 **'** 


I O’--- 0, 71 


= 0 . 


(21.35) 
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Usando o gauge conforme [veja, por favor, as expressoes (21.10) e (21.11)}, temos, 
simplesmente, 


X” -X H = 0, (2136) 

Xj,(r, 0) = 0 = X^(r, 7i) (cordas abertas), (2137) 

Xjj (r, o) = Xftr, (7+ 7r) (cordas fechadas). (2138) 

Observe que (21.36) e semelhante a uma equagao de onda (em relaca.o ao espaco 
dos parametros). Portanto, sua solugao pode ser escrita, de maneira geral, como 

X ? (t, o') = X*(t - o) + X„(t + cr), (2139) 


em que os indices Rel referem-se as notagoes do movimento ondulatorio para a 
direita (Right) e esquerda (Left), respectivamente. 

Comecemos tratando com detalhes a corda aberta. A fim de que a condicao 
(21.37) seja satisfeita, escrevamos, 

X) 1 (r, a) = Xj (r) cos no. (21.40) 

n 

Substituindo (21.40) na equagao de movimento (21.36), obtemos 


cuja solugao e 


XU + n 2 X% = 0, 


(21.41) 


r ) = —?=4e- inT (21-42) 

nftnT 

para n ft 0. A explicitagao do fator i/nyfnT e mera conveniencia algebrica. No 
caso de n = 0, a equagao (21.41) fica 



*S=0 


(21.43) 


O fator 1/ftnT do segimdo termo e para ficar compativel com (21.42). A solugao 
geral de (21.41) e 


X^r, o) = q* + 


vOf VnTfan 


cos no. 


No gauge conforme, a expressao do momento e 

V* = TXA. 


(21.44) 


(21.45) 
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Combinando com (21.44), temos 

= J^- ajj e~ inr cos na, (21.46) 

V TC n 

em que o termo olq foi absorvido no somatorio. A soma, agora, e em todo n. Pode- 
mos ver que o momento total P }i esta relacionado a 


* = / 
Jo 


pH = / dxr'PV 


= \VL^ 


H.—inr 


i: 


da cos na 


= y-E*iw 

fr v p _ 
= \ — lim a;, to 
V 7 T «->0 

- VnT alt - 


- sen na 


na 


nn 


(21.47) 


Usemos as expressoes de X“ e P v acima nos parenteses fundamentals de Pois¬ 


son, 


{X“ {a, t), V v {a f , t)}= r,V v S(a-a'), 

{XH(a, t), X v ((/, t)} = 0 = {V»{a, r), r)}. 

Fazendo a substituigao na primeira expressao, encontramos 


{XH{a r x) f P v {a' r t)} = 

= “ E { *0' #m } T e_ ' mT cos + \i \ E + 

+ — X] ( a « / m)T cos na cos ma'. (21.49) 

71 m,n ^ 7 n 

n+ 0 

Por outro lado, 

5{a - a') = e' m{a ~ a '\ (21.50) 

O proximo passo seria combinar a primeira expressao (21.48) com (21.49) e 
(21.50) a fim de obter o parentese de Poisson envolvendo os coeficientes ajj. Para 
tal, teriamos de usar a ortonormalidade dos conjunto {e in<r / yflrz}. Entretanto, isto 
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acontece no intervalo —n<a<ne r como sabemos, o parametro a e definido 
so entre zero e n. Naturalmente, poden'amos voltar e redefini-lo para esse novo 
intervalo. Nao ha necessidade. A solucao X a ( r, a), dada por (21.39), e simetrica 
na troea a —7 —a. Assim, podemos perfeitamente estender o doimnio de a para o 
intervalo de — n a n, 


Xfi (a) = { x “ P ara 0<<r<n, 

u) para — n < a < 0 . 


(21.51) 


Notar que nao ha alteragao nas condigoes de borda. Agora sim, usando a ortonor- 
malidade do conjunto {e ma /y/ 2 n} no intervalo — n < a < n, obtemos (exercieio 
21 . 6 ) 


{«S/ <} = irmf v & m+n , 0/ 

{?, P v } = 


(21.52) 


em que P v — \fu7 olq, conforme mostramos em (21.47). Quando passarmos ao 
caso quantico, veremos que essas quantidades estarao relacionadas com os ope- 
radores de criagao e destruigao dos modos normais da corda. Para um resultado 
mais familiar, note que (veja, por favor, a notacao usada no capitulo 19) 


cc 


= a. 


v 

— n ' 


ja que X^ e real. 

No caso de cordas fechadas, em lugar de (21.40), teriamos 


(21.53) 


X^ (t, <j) = ^ ( X„ (t) cos 2ncr + x£ (t) sen 2 ncr'j . (21.54) 

Observamos um fa tor 2 nos argumentos das fungoes seno e cosseno, relativamente 
as cordas abertas. Agora, nao ha cuidado adicional a ser tornado para a obtengao 
dos parenteses de Poisson dos coeficientes. O resultado e (exerdcio 21.7) 


Neste caso, 


{ *n / <} - {«»/ = imrj^Sm+n, 0 , 

{ 4 / Kt} = 0 , 

{/, P v } = t V - 


(21.55) 


(21.56) 
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a 

213 Algebra de Virasoro 

Esta segao, podemos dizer, se constitui no primeiro passo em diregao a quantizacao 
das cordas. 


21.3.1 Os vmculos primarios e sua algebra 

Primeiramente, tomando por exemplo a lagrangiana de Nambu-Goto, que esta em 
(21.9), temos a expressao do momento. 




3£ 

dX* 


{X-X')X' fi -X ,2 X F 

•7 1/2 ' 

(X-X')~X*X 12 


(21.57) 


Diretamente, vemos que ela fornece os seguintes vmculos primarios, que sao, tam- 
bem, de primeira classe (veja, por favor, a notagao e convengao mencionada no 
capitulo 19), 


<p 0 = V 2 + T 2 X' 2 « 0, 
01 = V ■ X' « 0. 


(21.58) 


Esses vmculos poderiam, tambem, ter sido gerados a partir da lagrangiana de 
Polyakov (exerdcio 21.8). 

E comum (mas nao obrigatorio), em lugar de trabalhar diretamente com os 
vmculos acima, considerar as definigoes 


L= h (flf.-rxf, (21.59) 

S= 4 jCP-TX’f. (21.60) 

Com o uso de (21.58), vemos que sao, tambem, fracamente iguais a zero. Usando os 
pardnteses fundamentais de Poisson (21.48), podemos mostrar que LeS satisfazem 
a uma algebra. Sao muitas as passagens. Farei uma parte e pedirei para completa- 
las atraves de exerdcios. Primeiramente, com o uso direto do vinculo L, mostre 
que 


{L(V), L(a')} = I V{tr) ■ " jE-iV + X V{p) . - </ 


13X 
2 da 


'o(V\ ^ e/ >\ . T dX dX 3 , 


2 3(7 


(21.61) 
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Para nao sobrecarregar a notagao, deixei de escrever o parametro r explicitamente. 
Vamos trabalhar esses termos separadamente. 


-\^-l 


1 _, , 5 [" 3X , 

= 2 P{a) -*r[^- a> 
1 . . 3 ! 3X . y. 


ax ,, 


ax 

3cr' 


5{cr — a') 




Analogamente (exerdcio 21.10), 


(21.62) 


IfPW)- H*') -<■') 4 ' r (*%) + v V)) li(o- -< 7 '), 

rax ax a ,, A r [7ax\ 2 , /ax 

2 3(7 3(7'3(7^- C C } 4 I V 3(7 j \a(7' 


a ,, A 

a^-d- 


Substituindo esses resultados na expressao inidal, encontramos 


{L(a), L{cr r )} - (L(cr) + L(</)) ^S{a-cr'). 

Para o vinculo S, os passos sao exatamente os mesmos, e o resultado e 

{s (a), S{^)} = - (S(<r) + %?')) ^S(a - 7). 

Tambem temos que 

{L(a), S(£/)} = 0. 


(21.63) 

(21.64) 


(21.65) 


( 21 . 66 ) 


(21.67) 


21.3.2 Vmculos em termos dos modos normais 

Vamos escrever LeS atravesdos coeficientes ct n . Comccemos com as cordasaber- 
tas. Combinando, entao, (21.44), (21.46) e (21.59) obtemos 


L = —- 

4T l V 7T “ 


V „-im 


[f. 

[ V vr L-t* n 


cosmr- i\i — Y m, sen?i(7! = 
7T 
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= ~ J 

= J-E K„-cc m e- i '- n+m)< - r ^ ) . 

47r n,m 

Definamos os mod os L„ de I (para cordas abertas) por 

L = ^L L n(r)e-™ ( 21 . 68 ) 

‘ LJL n 

Assim, 

E L » e ~ im =4 L*» ■ « m e ii,,+m){r+IT) . 

n z n,m 

Como o conjunto {e incr / \/2n } e ortonormal no intervale — n < u < 7 r [veja, por 
favor, o que foi dito apos a rela^ao (21.50)], temos 

X>„ f +n dcre'^m = m]T F”da 

n z n,m J—n 

Considerando e _mT = aj (r), o que nao altera a reiagao (21.52), vem 

= *k-Kn-k- (21.69) 

- k 

Expressao semelhante e obtida para $ k . 

Introduzindo (21.68) em (21.65), ou usando diretamente as relacoes (21.52) e 
(21.69), obtemos (exerefeio 21.11) 

{1/ir L m ] = —i(n ~ m) L n+m . (21.70) 

Esta rela^ao e conhecida como algebra de Virasoro (exerdcio 21.12). Para o vinculo 
S, teriamos, 

{S„, S m } = i(n - m) S n+m . (21.71) 

No caso de cordas fechadas, como todas as quantidades devem ser periodicas 
(com period o re), podemos diretamente decompo-las em rnodos de Fourier, 

L=-El„e 2 "V 

2 ” (21.72) 

L = -'£Z n e- li ™. 

71 n 
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Usando o fato de o conjunto {e 2ina / x /n} ser ortonormal no intervalo 0 < a < re, 
bem como a decomposigao para a fungao delta, 

^ n 

e levando esses resultados em (21.65), que vale tanto para cordas fechadas como 
abertas, temos a algebra de Virasoro para cordas fechadas (exerdcio 21.13): 

{L n , lm} = -i(n - m) L „ +m , 

{L„, Lm} = -i(n - m) L n+m , (21.73) 

{L n , L m } — 0. 

Tambem podemos obter L k e L k em termos dos coeficientes a} e O resultado <§ 
(exerdcio 21.14) 


Ln — ^ ^n-k. > 

z k 

Ln = T 53** • n-k ■ 

Z k 

De forma semelhante, obtem-se a algebra para S n e S„. 


(21.74) 


21.3.3 Inicio do tratamento quantico 

Todas as relacoes vistas nesta secao sao classicas. Passemos a consider a-las sob 
o ponto de vista quantico. Primeiramente, pelo metodo de Dirac, nao podemos 
passar dos parenteses fundamentals de Poisson (21.48) para comutadores (pois 
ha vinculos). Os operadores L n e S n seriam trivialmente nulos (bem como seus 
comutadores). 

Para seguir o metodo de Dirac, terfamos de proceder como na partieula livre 
(veja, por favor, a subsegao 19.5.3), ou seja, escolher um certo conjunto de para- 
metros (fixagao do gauge) e eliminar os graus de liberdade superfluos. Vamos 
optar por outro procedimento, que levara a um menor trabalho algebrico (mas 
ainda longo), deixando para fazer tal eliminagao no espago de vetores [ metodo de 
Gupta-Bleuler - veja, por favor, o que foi dito na justificativa da expressao (19.189)]. 
Assim, os operadores decorrentes do vinculos, como L n , nao sao necessariamente 
nulos, mas os vetores que descrevem o espago vetorial fisico devem satisfazer 

L„|^) = 0 (21.75) 

para certos valores de n. Com este procedimento, podemos, entao, introduzir os 
comutadores 

v Z.r.c. : s%? CS? S ,: ‘A 

T “vf c■ TV' t . 
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[X!'{a, r), T v {c’, r)] - hf v 6(u- a'), 

[X"(o t), X'V. T )] = 0 = [P^a, r), r)] . <21 ' 76) 

Por questao de comodidade e simplicidade, vamos omitir o chapeu sobre os ope- 
radores. Tambem, estamos usando unidades naturais (h = c - 1). Isto acarreta o 
seguinte comutador [veja, por favor, a primeira relagao (21.52)] 

[ a n r 4] = &m I n,0 ■ (21.77) 

Em se tratando de cordas fechadas, terlamos [veja, por favor, (21.55)] 


\cK n / ot m | , ct m j — mrj l 11 S m+ „ t q , 

= 0 . 


(21.78) 


Continuemos com as cordas abertas. Os operadores sao de criacao para n 
negativo e de destruigao nos demais casos (ja falaremos sobre o que e criado ou 
destruido por eles). Assim,( 6) 


oin | 0) = 0 para n > 0. (21.79) 

Observando a expressao classica de L n , dada em termos de [veja, por favor, 
(21.69)], e observando tambem (21.77), vemos que o operador L n tern problemas 
de ordenamento para n = 0. Este problema e resolvido com a introdu^ao de uma 
constante a tal que a relagao (21.75), para n = 0, seja substitufda por 

4 I $) = a | ip). (21.80) 

Veremos como esta constante e determinada na secao seguinte. 

Obser vemos, agora, a Algebra (classica) dada pel os parenteses de Poisson, e- 
quagao (21.70). Quando a quantidade L n e transformada em operador, temos que 
nao ha ambiguidade alguma para n = 0em = 0 (isolada ou dentro do conjunto). 
Entretanto, para m — —n, o la do direito nao e bem definido. Assim, escrevamos a 
relatjao quantica decorrente de (21.70) como 


[L n , L m ] = (n — m) L n+m + A(n) S n+nh 0 , (21.81) 

(6) M° caso de n = 0/ vimos que csta relacionado ao momenlo total (ou do centre de massa). O 
seu esfcado dc vacuo nao possui excitaqoes, entretanto nada impede de possuir momento e energia 
(lembremos que estamos lidando com a primeira quantizacao). Assim, quando fazemos P 1 ' | 0) = 0 
significa que estamos considerando o refcrencial do centre dc massa. 
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em que A(n) € chamado termo central ou termo anomalo'' 1 (nao e operador), cu)a 
determinacao passaremos a discutir. 

Seja, inicialmente, a identidade de Jacobi, 


[4 / [U , Un\] + [Un , [4 , Ln]] + [4 , \Un , 4]] = 0 . 

Com o uso de (21.81), encontramos 


(n - m) [L k/ L n+m ] + (k - n ) [L m , L k+n ] + (m - k) [L„ , L m+k ] = 0, 

=> (0 - m)A(fc) + (A: — n)A(m) + (m - fc)A(n)) S„ l m . [ki0 = 0. 

Devido ao termo 3 n+m+k Q, o fator multiplicative tern de ser 2 ero para n + m -\-k = 
0. Assim, 


(2 n A k)A{k) A (k n)A(-k - n) - (2 k A n)A(n) = 0. (21.82) 

Por outro lado, podemos diretamente concluir da relagao inicial (21.81), que 

A(n) = —A(—n). (21.83) 

Combinando (21.82) e (21.83), temos a rela^ao de recorrencia 

(n — k)A(n + k) 4- (2 n A fc)A(fc) — (2k + n)A(n) = 0; (21.84) 

todos os A(n) podem ser escritos em termos de apenas duas quantidades indeter- 
minadas, digamos A(l) e A(2) [observe que A(0) = 0]. Assim, 


k = 1, n = 2 

=> 

A (3) = 4A(2) — 5A(1) 

k = 1, n = 3 

=A 

A(4) - 10A(2) - 16A(1) 

k = 1, n = 4 

=> 

A(5) = 20A(2) — 35A(1) 

k — 1, « — 5 


A(6) = 35A(2) - 64A(1) etc 


Esses resultados sao suficientes para determinacao de A(n). Como, em vir- 
tude de (21.84), deve ser um polinbmio em n e, devido a (21.83), nao deve possuir 
termos com expoente par, temos que a sua forma geral deve ser 


A(n) — c\n + c 3 n 3 . (21.86) 

Naturalmente, as constantes c-\ e c 3 estao relacionadas a A(l) e A(2). De fato, 
podemos diretamente verificar que 

(7 »0 nome anomalia numa teoria ffsica refere-se a nao manuten<;ao de determinada simetria na pas¬ 
sage m do setor cbssico para o quantico. Daf o termo /1(h) da rela^ao (21.81) ser chamado de anomalo, 
pois nao esta presente na reiacao classica. 

«6t« LOCoTAM. 
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C3 = -iA(l) + ^(2). 


(21.87) 


O que temos de fazer, agora, e calcular essas constantes. Para tal, tomamos (21.81) 
entre os estados de vacuo, para valores particulares de m e n. For exemplo, para 
n = —m = 1, temos 


For outro lado. 


10 | [L\, L_i] |0)=2(0| Lq |0) + A(l). 


0 | L 0 | 0) = a (21.80), 


L i I °> = o L a i-*•«* I °) 


+k' a -k I °) 


k -1 


9 E *-* ■ a l+k I 0 } 


k=l 


= 0, 


(21.77) 


L -i I 0 ) — 9 -k ' *jfc I 0 ) 

z k 

l 00 

= 9 I 0) 

z k =1 
1 00 

Sl* » ■> u» |0> (21.77) 

^ Jt=1 

= 0 . 

Levando esses resultados na expressao inicial, vem 

2a + ci + c 3 = 0. (21.88) 

Consideremos, agora, n — —m — 2, 


(0! [L 2/ L_ 2 ] I 0> =4(0 I U |0) + A(2) 
— 4a -P 2 C\ -t- 8 c 3 . 
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Procedendo de forma semelhante ao caso anterior, temos 


I 2 [ 0) = 0, 


L-2 | 0) = -a_i -a_i 1 0) 


Assim, 


4 a -i- 2ci + 8C3 = {0 | L 2 L -2 | 0) 


= -(0 j ai I 0} 


(0 | j 0} 


= — < 0 a^a_ lt , !0} + -<0 | a 1 ^ a? a_ lv |0 
= 0 I a !» *-1 v ! 0 ) + ^ < 0 I a -i a i W / a-iv 

= : 1 °) 


= \>rvw 

= l D - 

Combinando (21.88) e (21.89), o resultado e 

1 


ci 

C 3 


12 


D — 2a, 


1 

12 


O, 


e, portanto. 


A(n) -■ — D(n 3 - n) - 2an. 


A algebra anomala e, entao. 


[Ln, Lm] = {n- m)L n+m + D(n 3 - n) - Ian ) £ 
No caso de cordas fechadas, teriamos de acrescentar 


n I m ,0 


I'M / 


= (« - m)L n +m + ( ^ D(« 3 - w) - 2an ) S n 


bn / i-m I — 9 . 


-m,0. 


-W'-UQTECA 


/ 

|0) 


(21.89) 


(21.90) 


(21.91) 


(21.92) 


(21.93) 
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Por essas relates nada podemos concluir sobre a dimensao do espago-tempo, pois 
ha graus de liberdade nao fisicos entre os operadores. So com a elimina^ao dessas 
quantidades e que poderemos ter tal informa^ao, o que sera feito na sepao seguinte. 


21.4 Concluindo o processo de quantiza^ao 

Como vimos na segao anterior, embora os operadores L n decorressem diretamente 
da expansao em modos normais dos vinculos da teoria, nao consideramos, em 
momento algum, que pudessem ser operadores nulos. Ha um preco a ser pago. 
Seja, por exemplo, o estado 

\p,n) = a!!_ n | 0} (n > 0), (21.94) 

correspondente ao modo X„ da corda. Temos, entao, que 


{ v, m | p, n) 


I I 0) 

<01 [<,,«'!„] 10 } 
mf v & mn ■ 


(21.95) 


Como observamos, os vetores obtidos de (21.94) podem ter norma negativa. As- 
sim, nao pertenceriam ao espaco de Hilbert e, consequentemente, nao representa- 
riam estados fisicos. 

A solugao deste problema esta na condicao (21.75), que estabelece uma a restri- 
gao para os estados. Naturalmente, isto nao deve ocorrer para todo n. Primeira- 
mente, vemos que para n — 0 nao pode em virtude do problema de ordenamento 
[veja, por favor, a relagao (21.80)]. Se considerarmos que a condigao (21.75) seja 
valida para todo 0, tambem ha problemas de consistencia [considere a relagao 
(21.92) tomada entre dois estados fisicos]. A maneira de estabelecer a condicao 
para definir um estado fisico e 


In U’HO, para n > 0, 

L 0 \tp) = a\4>). 

Agora, o problema que temos e mostrar que (21.96) e suficiente para eliminar tod os 
os estados com norma negativa da teoria. Esta questao ficou em aberto por longo 
tempo, ate que os trabalhos de Brower, Goddard e Thorn* 8 - deram uma resposta 
ahrmativa, mas so ocorrendo para a condicao de a = 1 e a dimensao do espago- 
tempo 26 (como vemos, as mesmas que Polyakov encontrou, cerca de dez anos 
depois, noutro tratamento quantico). 

®R. C. Brower, Phys. Rev. D1 (1970) 2933; P. Goddard e C.B. Thorn, Phys. Lett. 40B (1972) 235. 
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Nao faremos esta demonstrate) por complete. Desenvolveremos so alguns 
pontos a fim de ver como as condigoes a = 1 e D — 26 aparecem. Comecemos 
introduzindo estados | s }, que sao ortogonais a todos os estados fisicos, 

< jp j s) = 0. (21.97) 

Tais estados sao chamados de espurios. E facil ver que | s) pode sempre ser escrito 
como 

| s} = L- n | x )/ n>0, (21.98) 

em que | x } e um certo esta do, nao necessariamente fi'sico, sobre o qual falaremos 
mais adiante, 

(xp \ s) = (f \ L~ n \ x) 

= (x i l n i *py 

= 0. (21.99) 

A ultima passagem se deve a | i p) ser um estado fisico [veja, por favor, (21.96)1. 
Construamos, entao, o estado espurio mais simples possivel, 

\s)=L- 1 \x), (21.100) 

e consideremos que ele seja, tambem, um estado fisico. Vamos verificar sob que 
condigoes isto acontece. E agora que teremos de fazer algumas restrigoes ao estado 
| x )• Primeiramente, consideremos que L n \ x) — 0 para n > 0 (quanto ao caso 
Lq ! X ) = 0 ja falaremos daqui a pouco). Assim, para n > 1 e imediato verificar 
que L n j s) = 0. Por exemplo, seja n = 2, 

L 2 | s) = L 2 L-i \ x) 

= [Ll / L~i] I X) 

= 3L, \x) 

= 0 . ( 21 . 101 ) 

Consideremos, agora, Lq j s ). Para que | s ) seja um estado fisico, deveremos ter, 
de acordo com (21.96), Lo | s) = a \ s}, 

Lq | s) = L 0 L_a j x ) 

= [bo, b_i] | x) + Lq | x } 

= L- l \x) + L- 1 Lo \x)- (21.102) 

Como vemos, teremos Lq | s ) = a \ s } se fizermos Lo | X} = (« — 1} I X )■ 

[ 591 ] r;,uvy,v... 

® fSC iOTS= C QA'r* YSUU 



Metodos Matemdticos para Fisicos - Volume II 


Para comprovar que ] s) = L_i | x) e realmente um estado fisico, so esta 
faltando mostrar que Li | s ) e zero (ja vimos que L r \ ip) e zero para n > 1), 


Li | s) = Li L_i | *} 

= [4,L_i] |*> 

= 2 L 0 | X > 

— 2(a — 1) \ x)r (21.103) 

que e realmente zero se a = 1. Assim, partindo de L_i | %), tivemos o valor 
de a fixado, embora nao tenha havido nenhuma restrigao quanto a dimensao do 
espago-tempo. 

Antes de considerar o estado espurio seguinte, que e do tipo 

I s)= (L -2 + blli) \x), (21.104) 

sendo b um parametro tambem a ser fixado, comentemos uma das passagens 
acima. Pela relagao (21.92), temos que o comutador [. L\,L ] da 2L 0 - 2a e nao, 
apenas, 2Lo como escrevemos na terceira linha da obtengao de (21.103). Mas o que 
fizemos, tanto na expressao (21.92), como na demonstragao de que L\ \ s } = 0, esta 
correto. Nao devemos esquecer que a dedugao de (21.92) foi obtida considerando 
o comutador [L n , L_„] entre os estados de vacuo que, por serem estados fisicos, 
satisfazem Lo | 0) = a | 0). O mesmo nao ocorre para o estado j %), em que 
Lo I X ) = ( a ~ 1) I X )/ como vimos na ultima linha da demonstragao anterior. 

Voltemos ao caso do estado espurio dado por (21.104). Embora consideraremos 
que L n | x ) = 0 para n > 0, este estado | x ) uao c o mesmo da relagao (21.100) 
pois L 0 | x) i er a um valor diferente do caso anterior. 

E facil ver que L n | s) = 0 para n > 2. Comecemos, entao, com Lq | s), 


L () i s) = L 0 L _2 | x)+bL 0 L_ i L_j j x) 

— 2L_2 | x) + ^-2^0 | x) +b (L_! + L_i Lo) L-i I X ) 

= 2 ^L— 2 + b LXi'j | x) + (i —2 + b lij) Lq \ x )• (21.105) 

Se considerarmos que L 0 | x) = - | x)> obteremos L 0 | s) =j s) (em que ja 
estamos fazendo a = 1). Seja, agora, L\ \ s ), 

Li | s ) = Li L—2 | X ) + b L\ L_i L_i | x) 

= 3L- 1 \x) + ?bL Q L- 1 \x) + bL- l L 1 L- 1 \ X ) 

= 3L_ 1 \x) + 2bL_i L 0 \x) 

— (3 — 2b) L_! \x), (21.106) 
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que e zero para b = 3/2. Finalmente, eonsideremos 

t -2 I s) = L 2 L -2 I x) - | 4 L- 1 1-1 | *) 

— ^0 + y ^ | x) + 2 ^-l I X) 

= ( _4 + y ) x ) + 9L o !*) 

= (~4-4-.9)|,) 

= |(D —26) |x)- (21.107) 

Como podemos observar, L 2 j s) = 0 se D — 26. Como mencionamos, este va¬ 
lor ja tinha sido introduzido na segao 21.1, quando falamos de outro aspecto da 
quantizagao das cordas bosonicas, devido a Polyakov. 

Como dissemos no imcio desta segao, nao vamos mostrar completamente que 
as condigoes (21.96) levam a existencia de um espago de Hilbert para a — 1 e 
D = 26. Estamos, apenas, dentro do formalismo, mostrando como esses valores 
aparecem. 

A titulo de ilustragao, sejam mais duas situagoes em que podemos nos deparar 
novamente com esses numeros. Primeiramente, vejamos um pouco mais sobre os 
estados criados pelos operadores para n < 0, sobre o estado de vacuo. A fim 
de tomar ainda mais familiar a aparencia da algebra dada por (21.77), sejam as 
definigoes 


dn = \fnal l/ m> 0, 

, J+ ( 21 . 108 ) 

a‘ l _ n = y/na-n , m > 0 . 

Fazendo essas substituigoes em (21.77), encontramos 

[a*, 4?} - 4 V tmn, ( 21 . 109 ) 

que e, nitidamente, a algebra do oscilador harmonico. Assim, como e bem conhe- 
cido, 4 + S 0) sao autoestados do operador hamiltoniano. 

Seja, entao, o operador Lq, 
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em que foi usado <*q = P ! ‘ / y/nT e o segundo termo foi escrito na ordem normal 
(operadores de destrui^ao vem depois dos de criagao (9 *). Seja, agora, o estado 
a ‘{' | 0}, que deve corresponder a um campo vetorial nao massivo pois, em virtude 
dos dois vmculos, ha apenas D — 2 polariza<;6es. Assim, 

P V P V j 0) = 0. (21.111) 

Portanto, pela segunda relapao (21.96), obtemos 


(La-fl)af S 0> = 0 


£ n a l n f a nv af 

|0) = 

wt 

|0> 

n =1 





na l n f 

a nv / j 

|0) = 

wt 

aaj 

|0) 


ui 

a l 

1-0) = 

uf 

aaPy 

|0) 



a ~ 

1 . 



Consideremos, agora, o seguinte estado 

| s) = •«_! +ci/c •a _2 + c 2 (fc-«_i) 2 j 0, k). 

A fim de que seja um estado espurio, deveremos ter (exerdcio 21.15) 


( 21 . 112 ) 


(21.113) 


Lo | s ) = | s ) 
Li | s) = 0 
L 2 | s) =0 

Assim (exerdcio 21.16), 


* 2 = - 2 , 

2 c 2 — C\ - 1 - 1 , 

2c 2 + 4c t = D. (21.114) 


|s)= («-i -a-i + + |0,fc). (21.115) 

E apenas uma questao de trabalho algebrico mostrar que (exerci'cio 21.17) 

<s|s> =-^(D-l)(D- 2 6), (21.116) 

que § zero para D — 26 (o caso D = 1 nao faz muito sentido). 

' 9 'Nao entraremos em detalhes sobre o porque desta ordem, apenas mencionemos que evitam o apa- 
recimento de infinitos nos autovalorcs do operador hamiltoniano. 


[594] 



21. Aplicacao: Cordas relativisticas 


O resultado D = 26 nao e todo o problema das cordas bosonicas (pode, ate, nao 
ser problema algum). Ha algo mais serio. Consideremos o operador Lq atuando 
sobre o estado de vacuo (que e, obviamente, um estado ffsico). Assim, de acordo 
com a condicao (21.96), e usando o fato que a = 1, temos 

4 | 0) =| 0). (21.117) 

Considerando (21.110), podemos diretamente escrever 

P V P V | 0) = 4nT i 0} ffiyacuo = -4 nT. (21.118) 

Ou seja, o estado de mais baixa energia das cordas bosonicas e um taquion. il0 ' 

Para concluir esta segao, falemos rapidamente sobre a outra alternateva, men- 
cionada no inicio da segao anterior, referente ao uso do metodo de Dirac. Neste 
caso, escolheriamos um conjunto tal de para metros que os vihculos pudessem ser 
tornados fortemente iguais a zero (veja, por favor, o capitulo 19). Trabalharfamos, 
assim, num formalismo explicitamente nao covariante. Ao final, ter tamos de mos- 
trar que, apesar disso, todos os resultados deveriam ser validos para qualquer re- 
ferencial inercial. Isto e conseguido calculando os geradores da algebra de Lorentz 
e mostrando que ela e satisfeita. De fato, isto ocorre se, novamente, D = 26. 


21.5 Conclusao 

Como vemos, a quantizagao das cordas relativisticas levou a dois resultados in¬ 
trigantes. A dimensao do espago-tempo nao e 4 e um dos estados de vibragao da 
corda e um taquion. Como ja foi mencionado, a inclusao de graus dc liberdade 
fermionicos, tanto no espago dos parametros (cordas com spin) como no espago- 
tempo (cordas supersimetricas) reduz a dimensao do espago-tempo de 26 para 10. 
Tambem, faz desaparecer o estado de taquion. Costuma-se dizer, entao, que na 
Natureza nao existem cordas relativisticas bosonicas. 

A comunidade cientifica opta por este caminho (eu tambem, quando das mi- 
nhas atividades de pesquisa). Parece razoavel nao aceitar a existencia de taquions 
(de fato, nunca foram observados) e conviver com uma dimensao do espago-tempo 
acima de 4, o que mostra interessantes caminhos, todos consistentes. Inclusive, 
num dos trabalhos em colaboragao com o Professor Ricardo Amorim, que men- 
cionei no prefacio dos dois volumes, fomos ate um pouco alem, mostrando que a 
inclusao de graus de liberdade tensoriais antissimetricos no espago-tempo restaura 
a dimensao 4 e, tambem, sem taquions. 

Apesar disso, prefiro interromper o dialogo por aqui. E diffcil aceitar que, na 
Natureza, nao seja possivel a existencia de uma corda bosonica movendo-se com 

'' JO)Particula com veiocidade superior a velocidade da iuz. Observe, por favor, algumas relagoes re¬ 
lativisticas aprcscntadas no capitulo 6 para m 2 < 0. Tais particulas violariam o natural prindpio da 
causalidade, em que o efeito vein sempre apos a causa. Assim, nao se tcm a minima idcia de como tais 
particulas poderiam existir. 

'V 'ATI dry ; >&. ?' l-Ki) 9 s 
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altas velocidades, embora nada haja contra uma corda nao relativistica. O que 
pode imped ir que essa velocidade aumente? 

Situagao parecida ocorreu quando se tratou, quanticamente, uma particula re¬ 
lativistica. Coinci den tem ente, ha via tambem dois resultados intrigantes. A inter- 
pretagao probabilistica da Mecanica Quantica parecia falhar e havia estados com 
energia negativa (para particulas livres). Quando Dirac propos uma alternativa 
para resolve-los (problemas que, de fato, nao existiam), tambem poder-se-ia con- 
cluir (se nao o foi) que na Natureza nao haveria particulas bosonicas. 

A conclusao da historia ja sabemos (veja, por favor, os detalhes no volume I, 
final do capltulo 9). No dialogo com a Natureza nao se estava entendendo o que 
ela dizia. Por isso, prefiro deixar aqui a opcao da duvida. Pode ser que, nova- 
mente, a Natureza esteja nos dizendo algo que nao entendemos ou, o que deve ser 
bem provavel, nao sabemos ainda a Matematica para continuar nesse interessante 
dialogo. 


21.6 Exercicios 


1. Substituindo (21.23) e (21.24) em (21.22), obtenha a agao (21.25). 

2. Obtenha a expressao (21.27). 

3. Usando as lagrangianas de Polyakov e Nambu-Goto, mostre que o integrando 
de (21.34) e nulo. 

4. Considere a variagao da agao (21.14) sobre a trajetoria classica (isto e, para pon- 
tos em que seja valida a equagao de Euler-Lagrange), mas nao considere que 
oX,t seja zero nos instantes extremos x,- e x f. Mostre, inicialmente, que 



Considerando que a agao seja invariante por translagao, isto e, para 6X fi = e fl , 
mostre que isto leva, novamente, a equagao de Euler-Lagrange. Considerando- 
a, agora, invariante por transformagao de Lorentz, 5X }1 — co vv X v , (sendo co }lv 
antissimetrico, obtenha (21.33). 

5. Partindo da agao de Polyakov, obtenha as equagoes (21.35). 

6. Obtenha os parenteses de Poisson (21.52). 

7. Idem para (21.55). 
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8. Obtenha os vlnculos (21.58) a partir da lagrangiana de Polyakov. Neste caso, 
o vinculo primario e o momento conjugado a g x p, que e zero. Aplicando a 
condi^ao de consistencia, os demais vlncuios serao gerados. 

9. Mostre que o parentese de Poisson para o vinculo (21.59) e dado pela expressao 
(21.61). 

10. Obtenha as expressoes (21.63) e (21.64). 

11. Introduzindo (21.68) em (21.65), obtenha (21.70). Fa^a o mesmo procedimento, 
mas com o uso direto de (21.52) usando (21.69). 

12. Mostre que a algebra de Virasoro (21.70) pode tambem ser gerada por meio do 
operador 


D„ = i e' 


in$ 


d_ 

de’ 


13. Obtenha a algebra de Virasoro para cordas fechadas, dada por (21.73). 

14. Obtenha as expressoes de e /.* dadas por (21.74). 

15. Idem para (21.114). 

16. Idem para (21.115). 

17. Idem para (21.116). 
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Outros livros do mesmo autor: 


"Fundamentos da Relatividade 
Especial" 

Cadernos Didaticos da UFRJ 
(esgotado) 

"Mecanica Newtoniana, 
Lagrangiana e Hamiltoniana" 

Editora Livraria da Ffsica 

"Calculo - Para Entender 
e Usar " 

Editora Livraria da Ffsica 


Quando disse, no prefacio do primeiro volume, 
que a Matematica permite um dialogo com a Natureza, 
atraves das leis ffsicas, estava me referindo a um 
sentimento comum dentro da Ciencia, mas que as vezes 
e um pouco esquecido no afa das nossas aulas e no dia 
a dia dos estudantes. 

Dialogar com a Natureza atraves da Matematica nao 
e algo novo. Newton o fez de forma soberba, colocando 
um marco importante na moderna era cienti'fica, cujo 
infeio e atribufdo a Galileo, que viveu na geragao anterior. 
O que procurei enfatizar, nesses dois volumes, e o que 
ja se fazia ha cerca de quatro seculos (no mfnimo), e que 
continuou com Hamilton, Maxwell, Planck, Einstein, 
Heisemberg, Dirac, Feynman e muitos outros. Chegando 
ate nossos dias com centenas, mil hares, de Ffsicos com 
quern convivemos. 

No volume anterior, adotei essa postura em todos os 
meus cursos na Universidade, tanto da graduagao como 
pos-graduagao, e o resultado sempre foi gratificante. 
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